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Vorläufige Mitteilungen. 


Die Redaktion hält sich für den Inhalt der Vorläufigen Mitteilungen nicht verantwort- 
lich. Sie behält es sich vor, die Veröffentlichung von der bereits erfolgten Annahme der aus- 
führlichen Darstellung durch eine Fachzeitschrift abhängig zu machen. Die Vorläufigen Mit- 
teilungen sollen nicht mehr als zwei Druckseiten beanspruchen. 


Über Kurven mit isotropen Schmiegräumen im euklidischen Raum 
von rn Dimensionen. 


Von 
Max Pinl, Berlin-Wilmersdorf. 


Die dualistische Auffassung der (analytischen) Kurven im dreidimensionalen 
euklidischen Raum R, als Ort der einparametrigen Schar ihrer Schmiegebenen wird 
für den Sonderfall isotroper Kurven von erhöhtem Interesse. Die Schmiegebenen 
isotroper Kurven sind isotrope Ebenen, d.h. Tangentialebenen an den absoluten 
Kegelschnitt der uneigentlichen Ebene des R,, und umgekehrt ist der Ort einer jeden 
einparametrigen Schar nichtparalleler isotroper Ebenen immer eine isotrope Kurve. 
Damit in engstem Zusammenhang steht die bekannte „integrallose Darstellung“ 
isotroper Kurven als Spezialfall eines allgemeinen Mongeschen Problems. In einer 
in den Wiener ‚„Monatsheften für Mathematik und Physik“ demnächst erscheinenden 
Arbeit habe ich die Untersuchung dieser Zusammenhänge auf analytische Kurven 
£(t) in euklidischen Räumen beliebiger Dimensionszahl ausgedehnt. Die für die Unter- 
suchung gewählte Überschrift bedingt zwei Voraussetzungen, deren zweite durch die 
Forderung linearer Unabhängigkeit der Ableitungen r’,£”,...., 2 des Kurvenvektors 
bis einschließlich n-ter Differentiationsstufe gewahrt wird, deren erste (der isotrope 
Charakter des Schmiegraums, welcher in jedem regulären Punkte g von den n—1 
linear unabhängigen Vektoren y', 2”, ..., 2-2 aufgespannt wird.) „definitionsgemäß“ 
durch die Annahme eines isotropen Normalvektors a(t) des Schmieg-R,_, zum Ausdruck 
kommt: a2(t)= 0. Ersetzt man den Normalvektor a durch den Plückerschen Tensor 
erster Stufe b der Vektoren r’,r”,...,2-D, so ist die Identität a?(t)= 0 mit dem 
identischen Verschwinden der Gramschen Determinante @, welche aus den n— 1 
(komplexen — aber gleichwohl linear unabhängigen.) Vektoren r’,r”,...,2*- ge- 
bildet wird, äquivalent. @ = 0 ist somit die Mongesche Differentialgleichung, welcher 
alle Kurven des R, mit isotropen Schmieg-R,_, genügen. Sie ist zunächst durch 
eine Kette von 2k + 2algebraisch unabhängigen Mongeschen Gleichungen zu er- 
setzen, wenn der Plückersche Vektor b(k + 1)-fach isotrop vorausgesetzt wird: 


=b"’=... =-hW =0, per 20,0<k< - — 1. Reduziert man das Mongesche 


System gemäß der immer bestehenden differentiellen Abhängigkeiten, so ergeben 
sich schließlich alle Lösungen des Problems als dessen Integralkurven, und zwar natur- 
gemäß die allgemeinsten für kmin = 0 und die speziellsten für k — kmax- Für den Extrem- 
fall k = kmaz zeigen die Räume gerader und ungerader Dimensionszahl verschiedenes 
Verhalten. Bezeichnet man die Kurve b = b(t) (auf dem isotropen Hyperkegel b? = 0) 
als „Schmiegraumindikatrix“, so gewinnt man folgende Formulierung: 

(I) Die Rückkehrkanten einparametriger (nichtparalleler) R,„-Scharen, deren 
Normalvektoren im Raum von 2m + 1 Dimensionen m-fach isotrop sind, sind die 
allgemeinen m-fach isotropen Kurven des Rg„;1; ihre Schmiegraumindikatrizen sind 
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(m — 1)-fach isotrope (für m = 1 gewöhnliche) Kurven auf dem isotropen Hyper- 
kegel des Rymzı- 

(II) Die Rückkehrkanten einparametriger (nichtparalleler) R,„;ı-Scharen, deren 
Normalvektoren im Raum von 2m + 2 Dimensionen m-fach isotrop sind, sind nicht- 
isotrope Kurven des Rg„4+2, deren erste Normale m-fach isotrop ist; ihre Schmieg- 
raumindikatrizen sind (m — 1)-fach isotrope (für m = 1 gewöhnliche) Kurven auf dem 
isotropen Hyperkegel des Rgmy2- 

Die Mongeschen Systeme, welche (I) und (II) zugrunde liegen, vereinfachen sich 
wesentlich, wenn als „natürlicher‘‘ Parameter die Integralinvariante 


t 
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auf der g-fach isotropen Kurve verwendet wird (g = 0,1,...). Spezialisiert man ferner 
die Dimensionszahlen auf die Fälle n = 4 und n = 5, so ergibt sich: die Rückkehrkanten 
einparametriger isotroper R,-Scharen des R, sind die nichtisotropen Kurven dieses 
Raumes mit isotroper erster Normale. Ferner: die Rückkehrkanten einparametriger 
isotroper R,-Scharen des R, zerfallen in 2 Gruppen: (a) nichtisotrope Kurven mit 
isotroper zweiter Normale; (b) zweifach isotrope Kurven. Unter den Tangentenflächen 
und -hyperflächen der nichtisotropen Lösungen des Problems finden sich isotrope 
Torsen bzw. Hypertorsen mit entsprechend nichtisotroper Gratlinie, wofür es im 
R, kein Beispiel gibt. Die Unmöglichkeit, die isotropen Kurven des R, mit der für den 
R, gültigen dualistischen Methode zu gewinnen, hatte unabhängig von dieser Arbeit 
bereits Beck festgestellt. Seine freundliche Mitteilung dieses Umstandes wurde für 
mich zunächst eine Bestätigung früherer Vermutungen und sodann der Anlaß für die 
allgemeine Untersuchung des Problems, welche im übrigen mehr den Methoden und 
der Terminologie der Arbeiten von Lense auf dem Gebiet der analytischen Diffe- 
rentialgeometrie angepaßt wurde, 


Eine Methode zur Summation von Reihen. 


Von 
J. Rey Pastor, Buenos Aires. 


In einer im Druck befindlichen Abhandlung, die im nächsten Heft der Rendi- 
conti del ceircolo Matematico di Palermo erscheint, wird folgendes Summationsver- 


fahren untersucht. Als Summe der Reihe Dun wird 
n=0 


en 
im Dur 
t>oo t=1 
angenommen, worin {" = t(t — 1) (t— 2)... —n + 1). Dieses Verfahren gibt die 
übliche Summe, wenn eine solche vorhanden ist, und erlaubt viele Reihen zu sum- 
mieren, die nicht den üblichen Methoden von Borel und Euler-Knopp zugänglich 
sind. Als Gebiet der Summierbarkeit für die geometrische Reihe D)2" ergibt sich das 
von dem äußeren Zug der durch die Gleichung 
1 
ze? 


=e 


dargestellten Kurve begrenzte Gebiet. 


243 


Referate. 


Geschichtliches. 


Neugebauer, Otte: Zur vorgriechischen Mathematik. (2. Tag. f. Erkenntnislehre 
d. exakt. Wiss., Königsberg, Sützg. v. 5.—7. IX. 1930.) Erkenntnis zugl. Ann. Philosoph. 
2, 122—134 (1931). 

In einem angehängten Literaturverzeichnis stellt OÖ. Neugebauer seine eigenen 
Arbeiten über ägyptische und babylonische Mathematik und solche seiner Vorgänger 
und Mitarbeiter auf diesem Gebiete zusammen. Das in den angegebenen Veröffent- 
lichungen neu gefundene Material aus der vorgriechischen Mathematik wird in der 
vorliegenden Abhandlung nach allgemeinen Gesichtspunkten (I. zeitliche Sukzession 
und räumliche Abhängigkeit, IL. logische und theoretische Entwicklung und Ver- 
bindung unabhängig von dem Zeitverlauf) zusammengestellt und verglichen: 1. Zahl- 
begriff und Rechentechnik, 2. Geometrie, 3. Algebraisches. Besonderes Interesse erregt 
der letztere Abschnitt, wonach im babylonischen Kreise bereits eine stark ausgebildete 
formale Algebra, die sogar schwierigere quadratische Gleichungen löste und formel- 
hafte Vorschritten verwendete, vorhanden gewesen sein muß. Joh. Tropfke. 

Cramer: Die Mathematik der Ägypter. Neues Land 38, 52—74 (1931). 


>\ 


Maltezos, Const.: Sur une categorie de vases & @coulement. Praktika Akademias 
Athenon 6, 61—68 (1931). 

Die antiken Wasseruhren (Klepshydren) legen folgende Aufgabe nahe (vgl. dazu 
auch L. Borchardt, Altägyptische Zeitmessung 8. 6—22): Welches ist die Gestalt eines 
rotationssymmetrischen Gefäßes mit vertikaler Achse, das, mit Wasser gefüllt, sich durch 
eine kleine am Boden angebrachte Öffnung derart entlehrt, daß die Auslaufzeit der 
anfänglichen Höhe des Wasserspiegels proportional ist Verf. fordert stattdessen all- 
gemeiner, daß die Auslaufzeit der n-ten Potenz der Anfangswasserhöhe proportional 
sei, wo n eine beliebige positive Zahl ist, und diskutiert die entstehenden Meridian- 
kurven. Bessel-Hagen (Bonn). 

Hayashi, Tsuruiehi: On the theory of equations in the old Japanese mathematies. 
Töhoku math. J. 34, 145—185 (1931) [Japanisch]. 

Das, Sukumar Ranjan: A short chronology of Indian astronomy. Indian histor. 
quart. 7, 137—149 (1931). 

Giacomelli, R.: Lo studio aerologico del vente in’ Leonardo da Vinci. (Za Haye, 
Sitzg. v. 1.—6. IX. 1930.) Verh. 5. internat. Kongr. Luftf. 1, 777-795 (1931). | 


Waard, (C. de: Une leitre inedite de Mersenne ä Descartes. Archeion (Roma) 13, 
175—186 (1931). 

Lettre inedite de Marin Mersenne & Descartes, &crite probablement vers le 22 mars 
1646 et contenant des remarques du Minime sur une theorie du pendule simple iso- 
chrone avec des pendules composes donnes de diverses formes, que le philosophe lui 
avait communiguee dans sa lettre du 2 mars 1646. La publication de la lettre est pre- 
cedee d’une introduction historique et accompagne&e d’une annotation &tendue. 

- E.J. Dijksterhwis (Oisterwijk). 

Hjelmslev, Johannes: Beiträge zur Lebensbeschreibung von Georg Mohr (1640 
bis 1697). Math.-fys. Medd. danske Vidensk. Selsk. 11, Nr 4, 1—22 (1931). 

Ein dänischer Mathematiker, Georg Mohr, hat in einem kleinen Buch ‚„‚Euclides 
Danicus‘“ (Amsterdam 1672) eine systematische ebene Geometrie unter alleiniger Be- 
nutzung des Zirkels aufgestellt, über 100 Jahre vor Mascheroni. Hjelmslev und Päl 
haben dieses Buch 1928 neu herausgegeben, ohne daß über den Autor viel bekannt 
gewesen wäre. Auf Grund von Mitteilungen von C. Reinhardt wird nun eine Bio- 
graphie Mohrs nachgetragen. O. Neugebauer (Göttingen). 
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Schaefer, Clemens: Gauss’s investigations on eleetrodynamies. (Phys. Inst., Univ. 
Breslau.) Nature (Lond.) 1931 II, 339— 341. 


Smith, Edgar C.: Faraday and his contemporaries. Nature (Lond.) 1931 II, 333 
bis 336. 


Algebra und Zahlentheorie. 


Ceretti, Luigi: Sopra una formula di trasformazione delle funzioni Aleph. Giorn. 
Mat. Battaglini, III. s. 69, 30—32 (1931). 

Formeln, die die bekannten Eulerschen Formeln (s. etwa Enzyklopädie d. math. 
Wiss. I, 1, 229 u. 465) als besonderen Fall in sich schließen. L. Schrutka (Wien). 

Toechi, Luigi: Sulla teoria dei sistemi di equazioni lineari. Giorn. Mat. Battaglini, 
III. s. 69, 33—52 (1931). 
| , I. Notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ein System von m linear- 
homogenen Gleichungen mit n Unbekannten nichttriviale Lösungen habe. II. Lineare 
Abhängigkeit der Lösungen. III. Verträglichkeit nichthomogener Systeme. Ver- 
allgemeinerung der Cramerschen Formeln. L. Schrutka (Wien). 

Williamson, John: The latent roots of a matrix of special type. Bull. amer. math. 
Soc. 37, 585—590 (1931). 

A sei eine Matrix vom Typus (n, n); A,, Ag, . . ., An Ihre charakteristischen Wurzeln. 
frs(A) seien m? rationale Funktionen von der Matrix A mit nichtsingulärem Nenner. 
Es wird gezeigt, daß die nm charakteristischen Wurzeln der Matrix (/,,(4)) die Wur- 
zeln der nm-reihigen‘ Matrizen (f,s(4,)) ” =1,2,...,n) sind. Außer einer einfachen 
Erweiterung dieses Satzes gibt der Verf. noch eine Anwendung auf die Berechnung von 
verallgemeinerten zyklischen Determinanten. Wegner (Darmstadt). 

Takahashi, Shin-iechi: On the roots of the charaeteristie equation of a certain matrix. 
(Shiomi-Inst., Osaka.) Proc. imp. Acad. (Tokyo) 7, 241—243 (1931). 

Verf. beweist den folgenden Satz: A = (a,,) sei eine Matrix mit komplexen Koeffi- 
zienten. Gibt es n Zahlen t,, so daß 


n 
PAD ZI E vl 9er 
= 


ist, dann ist der absolute Betrag der charakteristischen Wurzeln von (a,;) nicht größer 
als 1. Der Beweis ist fast wörtlich der, den Rohrbach mit Benutzung eines Hilfs- 
satzes von I. Schur in seiner Arbeit, Jahresber. d.D.M. V.40, 50, 51 (1931) (dies. 
Zbl. 1, 6) zum Beweise eines Teiles seines Satzes verwendet; man hat nur dort c.. durch 
a.ı(#x + A) und c,„ durch 1— |a,,| zu ersetzen. Udo Wegner (Darmstadt). 

Calonghi, Mario: Sulla risultante di un sistema di equazioni algebriche. Rend. 
Ist. lombardo Sci., II. s. 64, 295—308 (1931). 

Es wird eine allgemeine Gestalt für die Resultante R(y) von n unabhängigen 
algebraischen Gleichungen P,(z,,...;Y)=0 W=]1,...n) angegeben. 8; soll 
homogen vom Grade m, in den x sein. Für ein festes y sind die Lösungen sämtlicher 
Gleichungen diejenigen unter den Lösungen der (n — 1) ersten Gleichungen, die auch 
D, befriedigen. Das führt auf: 


R(y) = IR D,(pP(y) - Ro(y) ,-- -, P%1(y) - Ro(y), Ro(y) ; Yy) 
= [Ra(y)Im II Del)... ly),1;Yy), 


denn es zeigt sich: De Tostingeh der-@, (2, .., m; JO WELT. R = T)ind: 
PP (y)- Boy): Pi)" Roy), Boly) G=]1,...,p), wenn R,(y) die Resultante 
von Dilz,, .. 8.1, 039) (W if ..„n—1)ist und oP°(y),..., &,ı y)U=L1...,% 
die Tösungen i in den & für 9, m ee BO ET Hr Sind AUT 
schluß über Vielfachheitsverhältnisse gewinnt man durch Variieren der Koeffizienten. 
Die Formel leistet eine Reduktion auf n — 1 Veränderliche. Ein Induktionsschluß 
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N n 
lehrt: R(y) ist in y vom Grad N„= D(n. II m,) und das Produkt der Wurzeln von 
e=1 i=1 
} BR END.) ee 
R(y) ist (—1)N, Sr die D nach Potenzen von y geordnet lauten: 
DB, = yei Fl.) + + Fils. .,%). Eine direkte Anwendung ergibt: 
Hat man n projektive Bündel algebraischer Hyperflächen der Ordnung m in einem 
linearen 8,_,, so gibt es im allgemeinen n - m"”! Punkte, durch die entsprechende 
Hyperflächen jeden Bündels gehen. Rolf Müller (Berlin). 

Wegner, Udo: Ein Satz über auflösbare Polynome vom Primzahlgrad. Math. 
Annalen 105, 256—261 (1931). 

„f(x) sei ein Polynom mit rationalen Koeffizienten vom Grade p, wobei p eine 
ungerade Primzahl bedeutet. f(x) möge im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibel 
sein. Ist p = 5 und zerfällt f(x) für Primzahlmoduln vollständig in lineare Faktoren, 
die sämtlich in den Progressionen px 4 1 enthalten sind, so ist f(x) auflösbar über 
dem Körper der rationalen Zahlen. Ist » =5, so ist f(x) ebenfalls auflösbar, wenn es 
nur für Primzahlmoduln der Form 5x +1 vollständig zerfällt.“ Beweis: Aus dem 
(übrigens von Wegner nicht explizit formulierten, aber mittels der Dedekind-Hilbert- 
Frobeniusschen Theorie des Zusammenhanges zwischen Eigenschaften der Galoisschen 
Gruppe und Zerlegungsgesetz vollständig bewiesenen) Hilfssatz: „Sind X, und X, 
irgend zwei algebraische Zahlkörper und zerfällt jede Primzahl, die in X, in lauter 
Primideale ersten Grades zerfällt, auch in X, in lauter Primideale ersten Grades, wobei 
endlich viele Ausnahmeprimzahlen zugelassen sind, so ist der zu K, gehörige Galoissche 
Körper. Unterkörper des zu K, gehörigen Galoisschen Körpers“, folgert W., daß im 
Falle p & 5 der durch die Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 erzeugte Körper den Unter- 
p—1 

2 


körper des Grades vom Körper der primitiven p-ten Einheitswurzeln als Unter- 


körper enthält, daß demnach die Galoissche Gruppe der Gleichung f(x) =0 eine 
p—| 
2 
tische Untersuchung der möglichen Typen transitiver Permutationsgruppen des Grades p, 
p—| 
2 
nach der gleichen Methode in wenigen Zeilen erledigt. Bessel-Hagen (Bonn). 

Wegner, Udo: Charakterisierung der binomischen Körper vom Primzahlgrad, 
Math. Annalen 105, 262—266 (1931). 

„Sei f(x) ein im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibles Polynom vom Prim- 
zahlgrade p mit ganzen rationalen Koeffizienten und liegen die sämtlichen Primzahl- 
moduln, für die es vollständig in verschiedene Linearfaktoren zerfällt, in der Progression 
?% +1, so ist der durch eine Wurzel von f(x) =0 erzeugte Körper ein binomischer, 
d.h. man kann ihn durch eine Gleichung der Form x? — a = 0 erzeugen, wobei a eine 
von der p-ten Potenz einer ganzen rationalen Zahl verschiedene ganze rationale Zahl 
ist. Die Umkehrung des Satzes ist trivial.‘“ Beweis: Auf Grund der Schlußweise des 
ersten Teils der vorangehenden Arbeit folgt, daß der durch die Wurzeln der Gleichung 
f(x) = 0 erzeugte Galoissche Körper J'(0) auflösbar ist und den Körper der primitiven 
p-ten Einheitswurzeln I’(e) als Unterkörper enthält. Er ist demnach ein Kummer- 


invariante Untergruppe des Index besitzt. Der Rest ist eine rein gruppentheore- 


die eine invariante Untergruppe des Index besitzen. Der Fallp=5 wird 


scher Körper und läßt sich durch Adjunktion von Vu zu ]'(e) erzeugen, wo u eine 
passende Zahl aus J'(e). Unter Benutzung von Beziehungen zwischen den Diskri- 
minanten der verschiedenen Körper zeigt dann W., daß für u speziell eine ganze rationale 
Zahl a der in der Behauptung geschilderten Art gewählt werden darf, woraus die Be- 
hauptung sofort folgt. Bessel-Hagen (Bonn). 

Tschebotar&v, N.: Beweis der Existenz einer Basis bei Abelschen Gruppen von end- 
lieher Ordnung. Izv. fiz.-mat. Obse. kazan. Univ., III. s. 4, 47—48 (1931). 

Der neue kurze Beweis erfordert keine Vorkenntnisse über Gruppen. St. Pietrkowski. 


246 


Vakselj, Anton: Einige Sätze über endliche Gruppen. Mh. f. Math. 38, 347—350 
(1931). 
Ist p eine Primzahl, so ist die Anzahl der Normalteiler vom Index p in einer endlichen 


p*—1 ; . p*—1 
mer Alle Elemente von ® sind dann in Pre Normal- 


teilern vom Index p*-1 enthalten. Analoge Sätze gelten für Normalteiler vom In- 
dex p?. Der Beweis beruht darauf, daß der Durchschnitt von Normalteilern mit 
Abelscher Faktorgruppe wieder eine Abelsche Faktorgruppe besitzt. 

Magnus (Göttingen). 

Sehwerdtfeger, Hans: Fastzyklische Gruppen. Nachr. Ges. Wiss. Göttg., Math.- 
phys. Kl. H.1, 43—48 (1931). 

Eine unendliche zyklische Untergruppe A=(..., a1, a®, al, ...) einer topolo- 
gischen Gruppe wird „fastzyklisch‘ genannt, wenn es zu jeder <-Umgebung der Einheit 
eine ganze Zahl T=r(e) gibt derart, daß sämtliche Elemente &®’» =0, +]1,...) 
zur e-Umgebung gehören. Es werden einige Eigenschaften der fastzyklischen Gruppen 
ermittelt und eine Realisierung dieser Gruppen mit Hilfe der Bohrschen grenzperio- 
dischen Funktionen angegeben. R. Schmidt (Kiel). 

Strom, C. W.: On complete systems under certain finite groups. Bull. amer. math. 
Soc. 87, 570—574 (1931). 

Es werden vollständige Systeme von ganzen rationalen Invarianten aufgestellt für 
die folgenden Permutationsgruppen: a) cyclische Gruppen; b) auflösbare Gruppen; 
c) die einfache Gruppe vom Grade 7 und der Ordnung 168. van der Waerden. 

Ore, Oystein: Some recent developments in abstraet algebra. Bull. amer. math. 
Soc. 37, 537—548 (1931). 

Übersicht über einige bekannte Begriffe und Resultate aus der Körper-, Galois- 
schen und Bewertungstheorie. Grell (Jena). 


Albert, A. Adrian: On direct produets. Trans. amer. math. Soc. 33, 690— 711 (1931). 

Ausgangspunkt der Untersuchungen bildet eine Divisionsalgebra VW, die über dem Kör- 
per 8 der Charakteristik Null normal und vom Range n? ist; sofern nicht ausdrücklich anders 
bemerkt, liegen die Koeffizienten der im folgenden auftretenden Polynome sowie die Elemente 
der Matrizen der vorkommenden Matrizenringe immer in $, und auf 8 als Grundbereich 
beziehen sich auch die Begriffe Rang, Grad, Normalität, hyperkomplexes System. Es wird 
das direkte Produkt W=U x $(n) aus A und einer einfachen algebraischen Erweiterung 
&(n) betrachtet. Aus einer Reihe an sich interessanter Ergebnisse sei hier nur der Haupt- 
satz genannt: 1. Hat n den Grad r, so wird W=A x K(n)=9x 2, wo 9 ein vollständiger 
Ring aus Matrizen vom Grade s, ® eine Divisionsalgebra vom Range rt? undn = st, r = se 
mit ganzzahligem e ist. ® ist normal vom Range t? über &(n). Als eine der Folgerungen 
von 1. sei erwähnt: 2. Ist $(n) von Primzahlgrad, so ist Y x $(n) dann und nur dann Divi- 
sionsalgebra, wenn kein Element aus Y Nullstelle des zu n gehörigen irreduziblen Polynoms 
ist. Durch Verbindung dieser Resultate mit der Galoisschen Theorie folgt: 3. Hat X insbesondere 
den Rang p? (p = Primzahl), so gibt es eine einfache algebraische Erweiterung $(n) vom 
Grade r mit (p — 1)! = 0 (mod. r), so daß U x Sn) zyklische normale Divisionsalgebra vom 
Range p2 bezüglich $(n) wird. Ferner: 4. It n=p’qmite>0,q>1und (»,d)=1, so 
gibt es eine einfache algebraische Erweiterung $(n) vom Grade r mit (p,r)=1, so daß 
Ux Kln) =D x DB, wo 9 der vollständige Matrizenring vom Range q? und ® eine Divisions- 
algebra ist, die bezüglich ihres Zentrums $(n) normal und vom Range »°° wird. Außerdem 
besteht noch der Struktursatz 5. Hat U den Rang p?° (p = Primzahl) und das Element «& 
den Grad 9°, so existiert eine einfache algebraische Erweiterung 2 = $(n) vom Grade r mit 
(p,r) =1, so daß A x 2 normale Divisionsalgebra über £ ist, X(&) über 2 den Grad p° be- 
sitzt und in 2(&) Elemente x = &,, &,_1, - - -, &, existieren, so daß bei I, = %, %, = L(x,) 
=1,..., e) der Körper 8, zyklisch von der Ordnung p über &;,_, und vom Grade p° bezüg- 
lich ® ist. — Ein allgemeines Dieksonsches hyperkomplexes System D ist gegeben durch 
seine Basis &“ß? (a,b=0,1,...,n — 1) mit folgenden Relationen: a) & ist Nullstelle eines 
zyklischen Polynoms nten Grades B(w) = (w — &S8) (w — &8?)... (o® — a8”), wo 8 der er- 
zeugende Automorphismus der Galoisschen Gruppe, also 8° = E ist; b) f* =y mit y aus $; 
c) für ein beliebiges Element f(&) aus Ka) ist P’f(a) = fans) PP. D=-NKId, 8, y] heißt 
überdies zyklisch, wenn D einfach und normal bezüglich & ist. Man hat 6. Dann und nur 
dann ist ein Dieksonsches System zyklisch, wenn y + 0, sowie 7. Sind ®, = 8[9, 8, y,] und 
Dd,—= RD, 8, y,] zyklisch vom Range n?, so wird , xD = MxL,wo&®—=[d, $, yıya] 
und M der volle Matrizenring vom Range n? ist. — Für ein einfaches normales hyperkomplexes 


Gruppe & von der Form 
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System © definiert man das direkte Produkt ©? mittels eines zu © isomorphen und von © 
bis auf ® verschiedenen &* durch &=&x ©* und entsprechend die direkte Potenz 
& =&-1x ©*. Gibt es eine Zahl o, für die ©° vollständiger Matrizenring wird, so heißt die 
kleinste derartige Zahl o der Exponent von ©. Es gilt 8. Die normale Divisionsalgebra X vom 
Range n? hat einen Exponenten 0, der Teiler von » und Vielfaches jeder in n aufgehenden 
Primzahl ist. Zu U gibt es eine Reihe untereinander nichtisomorpher normaler Divisions- 
algebren WR, U =, U -:., Xo-ı mit den Rangzahlen t} und ein System voller 
Matrizenringe 9, vom Range 2mtn=bx 8&,s0odaßbia>2undg =/ioe+kmit/>0, 
O<=<k<o die direkte Potenz "ya isomorph wird zu M*-1x 9, x U, (M der volle Matrizen- 
ring nten Grades). Ist «+97 = k (mod. 0), so wird X, x U, isomorph zu U, x 9, , wo 9;, ein 
voller Matrizenring ist. Schließlich wird noch ein Beweis gegeben für den Nasn R. Brauer- 
schen, unabhängig aber vom Verfasser aufgestellten Satz 9. Ist n = pi. m die Primzahl- 
zerlegung von n, so wird jede normale Divisionsalgebra YA vom Range na bie auf Doro 
eindeutig direktes Produkt = 8, x --- x B,, normaler Divisionsalgebren $, vom Range p} 
Während R. Brauer Hilfsmittel der Darstellungstheorie heranzieht (vgl. seine auch nt 
noch mit der referierten sich berührende Arbeit: Über Systeme hyperkomplexer Zahlen, 
Math. Z. 30, 79—107), beruht der hier geführte Beweis auf reinen Struktursätzen. 
Grell (Jena). 


Diekson, L. E.: Proof of a Waring theorem on fifth powers. Bull. amer. math. Soc. 
37, 549553 (1931). 

Hardy und Littlewood haben bewiesen, daß sich für festes k alle Zahlen ober- 
halb einer Schranke S; als k-te Potenzsummen mit einer Summandenanzahl < A, dar- 
stellen lassen. Der Verf. zeigt für k = 5 [es ist 8, = 10%; A, = 54], daß auch unter S, 
54 Summanden ausreichen. Er benutzt: Ist jede Zahl zwischen ! und g Summe von 
r —1 fünften Potenzen, so ist jede Zahl zwischen ! und g+ (m + 1)’ Summe von r 
fünften Potenzen, wenn nur (m +15 -— m <g—I[fürg+wWö<s<g+(u+1) 
mit u < m fällt ja s — (u +1)? zwischen / und g]. Eine Feinheit ist, daß die Verhält- 
nisse unter I gleichgültig sind. Durch mehrfaches Anwenden kann man aus einer 
bis 67232 reichenden Tabelle schließen: Bis 261051 genügen 19 Summanden, und 
24 bis 9496062420. Bei höheren Zahlen bewährt sich ein älteres Theorem: Sind die 
Zahlen < _L Summen von n fünften Potenzen, so genügen n + 1 Summanden für alle 


Zahlen unter L/5 - YLJ». Eine bis 300000 reichende Tabelle erlaubt zu schließen: Für 
alle Zahlen < 10% genügen 37 Summanden. Für alle Zahlen < 101176 genügen 41Sum- 
manden. Das Anlegen der Tabelle selbst wird erleichtert durch Aufsuchen von Sum- 
mandenanzahl verringernden Relationen zwischen Summen fünfter Potenzen. 
Rolf Müller (Berlin). 

Oppenheim, A.: The arithmetical reduetion of quadratie forms. J. Lond. math. 
Soc. 6, 222—226 (1931). 

Neuer einfacher Beweis des Satzes, daß die Klassenanzahl quadratischer Formen 
in n Unbestimmten mit ganzzahligen Koeffizienten endlich ist. Der Beweis ist im 
Prinzip dem Hermitesähnlich, deckt aber im Unterschied von diesem auch die Formen, 
die die Null eigentlich darstellen. Es folgt noch ein zweiter Beweis desselben Satzes, 


der eine andere Variante des ersten ist. Bessel-Hagen (Bonn). 
Lehmer, D. H.: On the factorization of Lucas? funetions. Töhoku math. J. 34, 
1—7 (1931). 


Les series r&currentes — &crivait Lucas (Theorie des Nombres, Paris 1891, Preface) 
— sont une mine inepuisable de recherches. Mr. Lehmer nous en donne aujourd’hui 
une confirmation en continuant ces recherches sur la factorisation des termes de ces 
series dans un cas bien plus general que celui envisage par Lucas. On pose 


er ve 


a—b’ 
a et b etant racines de l’equation 
2? —- Pc +Q9=0, A—= Bea. D& 


Lucas n’envisageait pas ce cas. Toute une classe de ces series dans lesquelles A serait 
de la forme 4k + 2 ou 4k + 3 &tait done exlue des recherches de Lucas et ses &mules. 
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Mr. Lehmer s’est d&ja occupe anterieurement de ce cas plus general et a obtenu une 
serie de resultats remarquables, qu’il nous a expose dans sa these, »An extended theory 
of Lucas’ funtions« (Brown University 1930). Il nous expose aujourd’hui la methode 
de factorisation des termes nume£riques de ces series. Les facteurs propres de U, et 
de V,„ sont de la forme kn-+1 il en est de m&me de @, — plus grand facteur irre- 
ductible de U„. Posons rn. 


On commence par essayer les diviseurs possibles de % inferieurs a une limite W donne&e. 


Si N n’est pas grand, on peut prendre W = YN . Dans le cas contraire on prendra 
pour W une valeur plus faible, 1000, 10%, 10%, 10° ou 10° selon la grandeur de N. Si 
on etablit que N n’a pas des facteurs < W on aura 


1/N 
TEN] 
0<y<; (mM) 
De plus selon la forme lin&aire de N on trouvera les formes possibles de x (ou de y) et 
on determinera sans grandes difficultes toutes les solutions possibles de l’&quation 
G„ = 2 — y? contenues dans les limites envisagees. Si l’equation G„ = 2? — y? n’a 
aucune solution entre les limites donnees, @, n’a pas de facteurs entre les limites en- 
visagees. M. Kraitchik (Bruxelles). 

Ward, Morgan: Conditions for the solubility of the diophantine equation 
x? — My? = —1. (California Inst. of Technol., Pasadena.) Trans. amer. math. Soc. 33, 
712—718 (1931). 

Ist © — Dy? = —1 lösbar, u, v die kleinste positive Lösung und »„ + /Ds, 
= (u + YDv)", ferner 2, =V,, m =vU,, so bilden U, , U,,...und V,, Vs, ... zwei 
rekurrente Zahlenreihen (wie sie von Lucas zum erstenmal betrachtet worden sind) 
mit der Rekursionsskala «2 — 2ux — 1=0. Die Zahl u(m), der kleinste Index n, 
für den U, durch m teilbar wird, heiße der Rang des Auftretens von m in (U), [D.H. 
Lehmer, Annals of math. (2) 31, 419—448 (1930), wo die Eigenschaften von u(m) 
untersucht worden sind]. Ist nun N=md,v=v'd,N ungerade und (m, v’) =1, 
so ist die notwendige und hinreichende Bedingung für die Lösbarkeit von «® — N?Dy? 
= —1 die, daß u(m) ungerade ist. Ist © — Dy? = —1 lösbar und P eine ungerade 


Primzahl, so ist mindestens eine der beiden Gleichungen © — P?Dy” =—1l und 
P?x?— Dy?—=—1 lösbar. Ist P eine Primzahl von der Form 4n +1, von der D 
Nichtrest ist, so ist die Gleichung «? — P?2Dy?=—1 dann und nur dann lösbar, 


wenn es die Gleichung @&? — Dy? = —1 ist. Der Fall, daß D Rest von P ist, führt auf 
weit weniger einfache Aussagen, bei denen das Feld %(t) heranzuziehen ist. 
L. Schrutka (Wien). 
Stokes, Ruth Wyckliffe: A geometrie theory of solution of linear inequalities. Trans. 
amer. math. Soc. 83, 782—805 (1931). 
Die vorliegende Arbeit stellt eine Weiterführung von Arbeiten über lineare Un- 
gleichungen, insbesondere von Minkowski und Dines dar. Problem: In 
N 
Zrcd>o ee.) (1) 
i=1 
sind die x bekannt und die A sollen bestimmt werden. Das System (1) wird durch eine 
Menge 8, von Punkten dargestellt, in dem jeder Bedingung in (1) ein Punkt (x,..., ®/) 
im R, zugeordnet wird. Betrachtet werden lineare, homogene Gleichungen in 2, 3 und 
n Variablen; die Fälle n = 2 und 3 lassen anschauliche geometrische Interpretationen 
zu. Eine nicht triviale Lösung enthält n— 1,n — 2,..., 1 oder keinen Punkt der 
Menge 8,. Im Fall (n — 1) spricht man von einer Fundamentallösung. (Bei der ge- 
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nauen Einteilung muß noch der Rang berücksichtigt werden.) „Es mögen die Punkte 
von $,„ nicht alle in einem R„_, durch den Ursprung liegen. Die allgemeine Lösung 
von (1), die eine spezielle Untermenge A von S,, enthält, ist dann eine lineare, homo- 
gene Kombination des vollständigen Systems der Fundamentallösungen, die A ent- 
halten. Die Koeffizienten sind nicht negative Zahlen.‘ Ferner: „Das System (1) hat 
dann und nur dann eine Lösung, die jeden Punkt einer speziellen Untermenge A von 
S„ und keinen Punkt einer anderen speziellen Untermenge B von S, enthält, wenn es 
zu jedem Punkt von B mindestens eine Fundamentallösung durch A gibt,. die den 
Punkt nicht enthält. Existiert eine Lösung, so ist die allgemeine Lösung eine lineare, 
homogene Kombination des vollständigen Systems der Fundamentallösungen durch A. 
Hierbei sind die Koeffizienten jeder fundamentalen Lösung, die nicht alle Punkte von 
B enthält, beliebige positive konstante Zahlen, und die Koeffizienten jeder Fundamen- 
tallösung, die alle Punkte von B enthält, beliebige, nicht negative, konstante Zahlen.“ 
Es werden noch einige Folgerungen sowie der inhomogene Fall besprochen. 
Hofreiter (Wien). 

Ikehara, Shikao: On Tauberian theorems of Hardy and Littlewood and a note on 
Wintner’s paper. J. of Math. a. Phys. 10, 75—83 (1931). 

Verf. behandelt einige neuere Tauber-Sätze von Hardy-Littlewood nach der 
Methode von N. Wiener, wobei Verf. die Hardy-Littlewoodschen Voraussetzungen 
wesentlich erweitern muß. Z. B. gelingt der Beweis des Satzes: „Aus /)>0, x >0, 
me 0), © 

lima? [em )de—=1 
z=0 0 
folgt & 
4 cı iaf 1 [7 
u / ee 


nur dann, wenn x* il e-*! f(t) dt für alle positiven x als beschränkt vorausgesetzt wird. 


{) 
Unklarheiten und zahlreiche Druckfehler machten es Ref. unmöglich, $2 der Arbeit 
zu verstehen, in dem sich Verf. mit Resultaten aus der Arbeit von Wintner, ‚‚Unter- 
suchungen über Funktionen großer Zahlen“ (Math. Z. 28), beschäftigt. Heilbronn. 


Ikehara, Shikao: A note on infinite produets. J. of Math. a. Phys. 10, 92—94 (1931). 


Es werden absolut konvergente Produkte f(x) =/J (1 + =) betrachtet, wo (q,) 
n=1 4 


eine monoton steigende Folge positiver Zahlen ist. Ist n(r) die Anzahl der a, mit 

„=r, so ist durch Titchmarsh bekannt: aus a„oonz/A folet logf(a) Az, 
T 

und umgekehrt. Verf. beweist den Satz: Ist r"Zaro-, (wenn Tom), 
ö 

so ist otlogf(x) oA, (© >00), und umgekehrt. Der Beweis folgt aus dem oben- 

erwähnten (für den jetzigen Zweck anders formulierten) allgemeinen Tauberian-Satz 

von N. Wiener. Amira (Jerusalem). 


Davenport, H.: On Dirichlet’s Z-funetions. J. Lond. math. Soc. 6, 198—202 (1931). 

Der Verf. schätzt den Betrag der Dirichletschen L-Funktion L(s, x), die einem 
eigentlichen Charakter x(n) mod % entspricht, für wachsende %, bei festem s im offenen 
Streifen 0 <o<1, ab. Er zeigt, daß L(s,x) =0 (k!1-9), wo die Konstante, die 
im O auftritt, im allgemeinen von s abhängen wird. Diese Abschätzung läßt sich un- 
mittelbar auf den Fall eines uneigentlichen, jedoch vom Hauptcharakter verschiedenen 
Charakters übertragen. Sie bildet eine weitere Illustration der Analogie, die besteht 
zwischen den Z-Funktionen und der Riemannschen Zetafunktion für festes o und 
wachsende t. F. Bohnenblust (Princeton, N. J.). 
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Mengenlehre und reelle Funktionen. 


Viola, T.: Sulla derivata destra di una funzione continua verso destra e derivabile 
verso destra. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 828—831 (1931). 

Es wird der Satz bewiesen: Sei F(z) eine reelle, im Intervalle [a, 5] von rechts 
stetige Funktion, sei C eine in [a, b] enthaltene abgeschlossene Punktmenge, auf welcher 
F(x) stetig ist; in jedem zu C benachbarten Intervalle sei #(x) stetig. Dann ist die 
Funktion D, F(x) von der ersten Klasse im ganzen Intervall [«, 5], d. h. sie ist Grenz- 
wert einer Folge stetiger Funktionen. Otto Szäsz (Frankfurt a. Main). 

Iyengar, K. Venkatachala: Weierstrass’ non-differentiable funetion. J. indian math. 
Soc. 19, 54—58 (1931). 

Der Autor stützt sich auf die folgende unrichtige Behauptung: ‚‚f(x) sei stetig 
für jedes endliche x. Wenn in einem Punkte x für die 4 Folgen von positiven Zahlen 
h„ > h,, und k„ > k%, welche mit zunehmendem n nach Null konvergieren, 

lim + hr) — Ha + An) fatk)—fatk) _ _ 
u 7 kn — km 


=-+oo und lm 
no 


Nn> © 


[23 


ist, so existiert keine rechte Ableitung in x.“ Dadurch gelangt er u.a. zu dem Re- 


sultate, daß die Weierstraßsche Funktion A cosb" x in keinem Punkte nach rechts 
oder nach links differenzierbar ist, wenn die Bedingungen: 0 <a<1; b ganz und 
ungerade; ab >1+ a — a) erfüllt sind. Aus einem Satze von G. C. Young 


(s. Hobson, Theory of functions II, $ 272) folgt jedoch unmittelbar, daß unter diesen 
Bedingungen in den Punkten einer überall dichten Menge unendliche linksseitige 
und unendliche rechtsseitige Ableitungen existieren. J. Ridder (Groningen). 

Young, Rosalind Ceeily: Non-uniform convergence and term-by-term Riemann- 
Stieltjes integration. J. Lond. math. Soc. 6, 234—239 (1931). 

A necessary and sufficient condition given by Arzelä for the limit of a sequence 
of Riemann-integrable functions to be Riemann-integrable, is here given a different 
form and extended to cover Riemann-Stieltjes integrals. I£ lim /„(P)=f(P) for 

Nn>© 
each point P of a region A, then the sequence f„(P) converges regularly at Pin case 
lim lim | „(P)— HP) |=0. 
n>»P'>P 
For the case of Riemann integrals, the author’s criterion is that the set of points of 
irregular convergence of the sequence f„(P) should have Lebesgue measure zero. 
The generalization to Riemann-Stieltjes integrals is obvious. Graves (Chicago). 

Young, Rosalind Ceeily: On many-valued Riemann-Stieltjes integration. I. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 27, 326—344 (1931). 

Young, Rosalind Ceeily: On many-valued Riemann-Stieltjes integration. II. Integra- 
tion of bounded functions with respect to funetions of bounded variation. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 27, 345—380 (1931). 

These two papers are concerned with the application of the ideas presented by 
the author in „The algebra of many-valued quantities“ [Math. Ann. 104, 260—290 
(1931). C£. this Zbl. 1, 11] to the Riemann-Stieltjes integration. The R-S 
integral 4 fdg is defined as the set of values approached by 27 f(t,) (g(t) — g(t;_1)), 
u, er=t, as the norm of the subdivisiin (a =W<t, <y<...<tm=b) or the 
maximum of | — &;_, | approaches zero. The first paper assumes f and g arbitrary, 


b 
bounded on (a,b) and derives the following results: (1) f a <b<<c, then j fdg 
+[fage/tag; QfOtdg=/tal)=C/tdg Ara +) [tan +[tdg; 

b [7 
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and [(f +) \dg</hagtfhdg; af1-dinelidg+/gdt; (6) if Jras=u0 
is singlevalued, then e' Ihdg Si fdH. Since fi fdg is a set of A these rela- 


ne are of the Mekure of en (Z) and equality relations between sets of num- 
bers, the set A-+ B being the set of all numbers obtained by adding any element 
of A to any element of B. There is also the theorem: if g is monotonic increasing 
and M, the least upper bound of f (t) on (t;_,, %), then / fdg=lım Zfdg, is the limit 
of 2 M,4A,g for any sequence of subdivisions of decreasing norm limited to points of 
continuity of g. In the second paper, the functions g are assumed to be of bounded 
variation. The first part is mainly a study of the convergence of / /n dg, with mn > f. 
The theorems are the usual ones: that if „— f uniformly then lim j ndg= f fdg; 
and if |" — | is bounded in n and i, then lim f ndg— f {dg>0. Necessary con- 
ditions and sufficient ones are given that lim l Pndg—=0, pn converging to zero and 
bounded inn and t, the results paralleling the well known Arzela theorems forRiemann 
integration, with content replaced by the @ content, @ being the total ee function 
for g. There follows a discussion of the values approached by 27 | gt) —g (-,) | 
for a function of bounded variation, convergence being in the sense ar norm, the results 
being, as one might expect, that the values in question differ from each other by 
sums of terms due to the exceptional discontinuities of g, i.e. the points where 
(gt) — gt — 0)) (gl) — ge +0)) > 0. Application is made to the relation between 
[ fdg and [ fdg, — / fdg,, where g = 9, — 93,9, and 9, monotonic. The final section 


t ’ 
considers ih /dg as a function of t, the principal result being that the set approached by 
t [3 
: [ fdg is the same for all sequences approaching a given point t, from the same side. 
” T. H. Hildebrandt (Ann Arbor). 
Jeffery, R. L.: The integrability of a sequence ol functions. Trans. amer. math. 
Soc. 83, 433—440 (1931). 
g= 9199... may be any sub-sequence of the sequence =, fa... of func- 
tions, summable on the measurable set E. U(g,n,ö) and L(g, n, ö) denote the least 
upper bound and greatest lower bound respectively of ih dz2l— 1 2,...,0) Tor 


every measurable sub-set e of E with me<ö; U(g,ö) =lim U(g,n, ö) and L(g, ö) 


Nn>& 


—= lim L(g, n, 6); U(g) = Inn U(g,6) and L(g) = lim L(g, ö). Using these definitions, 
>0 


n>& 

the author formulates its chiet results in the two theorems: a) If the sequence / con- 
verges on E to the function F, and if the integral of f„ over eis bounded in e and n, 
then a necessary and sufficient condition that lim [ MM fp FonE, isthat U(g) + L(g) 
= 0 for every 9; b) If the sequence f converges on E to the summable function F, then 
a necessary and sufficient condition that lim jı ine f Fon E, is that corresponding to 
every g of fand every € > O there is a number ö,. > 0 such that for 6 < ö, . it is possible 
to find n=ns for which | U(g,n,ö) + L(g,n,d)| <en=n,). J. Ridder. 


Hildebrandt, T.H.: On the interchange of limit and Lebesgue integral for a sequence 
of funetions. Trans. amer. math. Soc. 33, 441—443 (1931). 

Using a result of R.L. Jeffery (ef. the Ref. above), the author shows: „If U(n,ö) 
is the least upper bound, and L(n, ö) is the greatest lower bound of 2 /n for all mea- 


surable sub-sets e of E for which me= ö, then a necessary and Sue condition that 
lim j, h= f lım f, on E, where lim f, exist everywhere on E, is that lim lim [U (n, ö) 


d>0.n>X& 


+ L(n, 6)] = 0.“ This theorem is still valid if the convergence of f„ to fon E is con- 
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vergence in a measure, i. e. if D(n, n) is the set of points of E, for which |„—f|>n 
then Im D(n,n) =0 for each n. J. Ridder (Groningen). 


Nn>X 

Berry, Andrew C.: A metrie for the space of measurable funetions. (Dep. of Math., 
Univ., Princeton.) Proc. nat. Acad. Sci. U.8.A. 17, 456—459 (1931). 

Es werden komplexwertige, Lebesguesch meßbare Funktionen f(x) einer reellen 
Veränderlichen x mit — oo < x <oo betrachtet, für die die untere Grenze /(f) aller 
reellen Zahlen & mit Maß {|f(a)| > e}<e eine endliche Zahl ist. Versteht man dann 
unter dem Abstand der Punkte f und g dieses Funktionsraumes die Zahl I(f—.g) 
(die immer endlich ist), so gilt: der Abstand ist nicht negativ; er ist dann und nur dann 
Null, wenn f und g fast überall übereinstimmen; er ist symmetrisch und erfüllt die 
Dreiecksungleichung. Der so entstehende ‚‚metrische Raum“ erweist sich als voll- 
ständig. Reinhold Baer (Halle a. S.). 

Charpentier, Marie: Sur les lois de dependance de l’integrale de P’&quation diffe- 
rentielle 7’ = f (x, y) vis ä vis de son point d’origine. Mathematica (Cluj) 5, 65—99 (1931). 

On trouve ici les demonstrations completes des r&sultats, communiques par l’auteur 
dans 4 notes des Comptes rendus 191, 509 e. 912 (1930); 192, 139 e. 401 (1931) (ef. Zbl.1, 
14 e. 132). En outre le probleme est pos&: dans quels cas peut-on dire que le champ 
des integrales d’une equation differentielle y’ = f(x, y), limite d’une suite d’equations 
differentielles y’ = f„(x, y), pour lesquelles l’unicite de la solution est assur&e partout, 
est bien limite des champs des integrales des equations de la suite? Une integrale 
Adey=f(&, Y) issue d’un point P est nomme&e limite des champs des integrales de 
{y’ = fn(@, y)} si A peut &tre limite de certaines suites d’integrales Z,, ces integrales 
passant par > ou bien par des points P,, qui tendent vers P quand f„tend vers f. Une 
famille O d’integrales de y’ = (x, y) est une famille d’integrales telles qu’il en passe au 
moins une par chaque point du plan, qui est limite d’une suite d’integrales Z,. Quelques 
resultats de M. Montel montrent que le probleme pos& peut &tre ramend & celui-ci: 
existe-t-il des integrales etrangeres & une famille CO’ qui sont de plus inaccessibles par le 
processus limite indique. Quelques exemples Eclairent un peu les questions.  Rüdder. 

Nikodym, Otton: Contribution & la theorie des fonetionnelles lineaires en connexion 
avec la th&orie de la mesure des ensembles abstraits. Mathematica (Cluj) 5, 130—141 (1931). 

Nikodym, Otton: Contribution & la theorie des fonetionnelles lin&aires en econnexion 
avec la th&orie de la mesure des ensembles abstraits. Bul. Soc. Sti. Cluj 6, 79—90 (1931). 

Soit 1 un ensemble des el&ments de nature quelcongue, K une famille additive de 
sousensembles de 1 et u(E) une fonction d’ensemble additive et non negative definie 
sur K. Une fonction f(x) definie sur 1 et mesurable par rapport a K est u-sommable, 
si ’integrale Mi fdu existe dans le sens de M. Frechet [voir M. Frechet, Sur l’integrale 
d’une fonctionnelle, Bull. de la Soc. Math. de France 58 (1915)]. L’auteur d&montre, 
qu’une fonctionnelle V(f) qui est (&) lin£aire, (ß) definie pour toutes les fonctions u-som- 
mables, (v) continue relativement & la u-convergence en moyenne, peut &tre representee 
dans la forme V(f) = ! hfdu avec une fonction h bornee. Le theoreme II contient 
encore une condition pour qu’on ait identiquement V(f) =. Kolmogoroff. 


Analysis. 
Prasad, Ganesh: On'Rolle’s function © in the mean-value theorem for the case of 
a nowhere differentiable f’ (x). Bull. Calcutta math. Soc. 23, 57—66 (1931). 
Die in dem Mittelwertsatz f(2, + h) = f(x) + hf'(x, + ® h) auftretende Größe 


d ist bei festem x, eine Funktion von h. Ihre Eigenschaften werden untersucht unter 


der Annahme, daß die Funktion f’(&) nirgends differenzierbar ist. Nach einigen all- 


gemeinen Sätzen über die Mehrdeutigkeit und die Differenzierbarkeitseigenschaften 
von ®(h) werden einige spezielle Beispiele behandelt, darunter der Fall, daß f’(x) 


durch die Weierstraßsche Funktion I) cos (13* x)/2" gegeben ist. Rellich (Göttingen). 


n=1 
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IR Broggi, Ugo: Su di un problema d’interpolazione. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 
13, 818—821 (1931). 
Es wird bewiesen, daß man die ganze Funktion $ (x), welche an den Stellen 0,1,2,... 


die Werte a,, @,, @, . . . annimmt, durch eine Funktion F(x) = p, (2) e*? + page"? + --- 
+ p„ er? so approximieren kann, daß |F(n) — „|<e, n= 0,1,2,... ist. Es be- 
deuten dabei &,,&y...,0%, Konstanten und p,(2), P2(2), . . -, Pn(2) Polynome, & ist 


eine beliebig kleine positive Zahl. Die Methode der Beweisführung gibt auch gleich- 
zeitig den eleganten Weg zur Ermittlung der approximierenden Funktion F(z) an. 
F. Knoll (Wien). 

Laboceetta, L.: Le forme fondamentali delle costanti discontinue come funzioni 
eireolari. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 822—827 (1931). 

Für den Dirichletschen diskontinuierlichen Faktor (ebenso für eine Reihe von 
ähnlich gebildeten Sprungfunktionen) wird die neue unabhängige Veränderliche 
£—= 2arctgx eingeführt, und damit auf Grund der Gleichheit von Peripheriewinkeln 
über einem festen Kreisbogen eine geometrische Erzeugung solcher Funktionen ge- 
wonnen. R. Schmidt (Kiel). 

Watanabe, Yoshikatsu: Notes on the generalized derivative of Riemann-Liouville 
and its application to Leibniz’s formula. I. Töhoku math. J. 34, 8-27 (1931). 

This paper verifies that if u and v are holomorphic functions then the Leibniz 


formula 
D*(uv) = Deu - +) )De-tu. Dr+( Di 24u-Dvo+ - 


is valid for the Riemann-Liouville generalized derivative defined: 
z 
& 1 s—i 5 x —& 
Lei= rale-9 if()dt; Dif= Er Er a 
a 


Further by successive integration by parts, there is obtained an expression for R, in 
the formula: 
Fu) .:[, ya DE+R, 


and this is applied to some special cases. T. H. Hildebrandt (Ann Arbor). 
Watanabe, Yoshikatsu: Notes on the generalized derivative of Riemann-Liouville 
and its application to Leibniz’s formula. II. Töhoku math. J. 34, 28—41 (1931). 
By a comparison of two expressions for I* D% f, the author obtains explicit forms 
for R, and R,, in the Riemann expansion: 


il ARE nad 
Ta+r+)) 


m 


fe) = Da "f6&) + Rn + Rn 


giving rise to convergence considerations, which are applied to the expansion of 2“. The 
last part of the paper derives a generalization of the Leibniz formula of the form: 


Det SW; Marne 


en ner 
Hildebrandt (Ann Arbor). 
Reihen und Verwandtes: 


Popovieiu, T.: Sur les suites de polynomes. Mathematica (Cluj) 5, 36—48 (1931). 

Die formalen Potenzreihen P,+P,D+P,D?+..., wo D=d/dx und die 
P, Polynome in & sind, werden durch Folgen von Polynomen P, bestimmt. Alle for- 
malen Eigenschaften dieser Potenzreihen und der auf sie angewandten Operationen (so 
wie die Addition und die Multiplikation) können durch algebraische Operationen auf 
die Polynome P, erklärt werden. Die Möglichkeit und Eindeutigkeit der Division und 
der Potenzierung (auch mit nichtganzen Exponenten) werden untersucht. Schließlich 
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wird eine ‚Transformation einer Folge mit Hilfe einer anderen Folge“ formal definiert; 
der Sinn dieser Transformation wird nicht recht klar. van der Waerden (Leipzig). 

Agnew, Ralph Palmer: The effeets of general regular transformations on oseillations 
of sequences of funetions. Trans. amer. math. Soc. 33, 411—424 (1931). 


Durch die Transformation o(t, x) = Ian (£) (2) wird jeder Folge {s„(x)} eine 


Funktion o(t, @) zugeordnet; dabei möge x bie t auf den Mengen A bzw. T variieren. 
Bedeutet t, einen nicht zu 7 gehörigen Häufungspunkt von T und ist lim o(f, 2) = 0(2), 
t>% 

so sagt man, die Transformation erteilt der Folge {s,(x)} den Wert o(z). Die Trans- 
formation heißt regulär, wenn sie jeder konvergenten Folge ihren Grenzwert erteilt. 
Es wird in einer großen Anzahl von Theoremen der Einfluß beschrieben, den solche 
regulären Transformationen auf gewisse den Folgen zugeordnete Zahlen, die „‚Oszil- 
lationen‘ der Folgen, ausüben, denen durch die Transformation die „Oszillationen“ 
der Funktionen o(t, x) entsprechen. Dabei wird z. B. unter der Q2-Oszillation von 
{s„(x)} in bezug auf A verstanden: man bilde für alle Punktfolgen {x,} aus A die Zahl 

lim sup |s„(8) — 5(%)| = v 

M,N, i, j>o 
und nehme die obere Grenze aller dieser Zahlen v. Analog wird als 2-Oszillation von 

o(t, x) die obere Grenze aller durch 
v= lim sup |o(t, ©) — o(u, z,)| 

t,u>to; 1,5 > 
gegebenen Zahlen definiert, Rellich (Göttingen). 

Agnew, R. P.: On complex methods of summability. Bull. amer. math. Soc. 37, 
597—602 (1931). 

Bearbeitung der Frage, unter welchen Bedingungen man bei einem Limitierungs- 
verfahren V stets, wenn V-lims, =s existiert, auch für die Realteile R(s,) auf die 
Existenz von V-limX(s,) =R(s) schließen kann. Im Bereich der linearen "Verfahren 
2 Dan, erweist sich dafür, daß der obige Schluß gezogen werden kann, die folgende 
Bedingung als notwendig und hinreichend: Das zugehörige reelle Verfahren, nämlich 
dasjenige mit den Koeffizienten &,, = R(a,,), ist stärker als das Verfahren selbst. — 
Daneben wird die entsprechende Frage für den Bereich der beschränkten Folgen be- 
handelt, und leichter zu verifizierende hinreichende Bedingungen angegeben. 

R. Schmidt (Kiel). 

Hardy, 6. H.: Some theerems concerning trigoenometrical series of a special type. 
Proc. Lond. math. Soc., II. s. 32, 441—448 (1931). 

This paper extends and unifies various results obtained by the author himself 


and by other writers, concerning the series Sa, cosnd = f(0 ). Zar sinn‘ = g9(6) 
1 


Nn= 

where a, are positive and decrease steadily to 0. The following a are established. 
(1) Condition (})a„» An’*%, A>0,0<x& <1, is necessary and sufficient for the 
truth of either 

(*) KO)» AsintanI (1—o)0%!, or (**) gl)» Acost an I'(1— o) 0%-1, 
(2) Condition na,„— A is necessary and sufficient in order that 9(9)— In 4, as 0>0 
by positive values. (3) If /(0), or 9(0), are Fourier series, and (6), or g(0), decreases 
steadily as 0 increases, then (}) is necessary and sufficient for the truth of (*), or (**). 
For the cosine series na,„— A implies /(0) © A log1/, but the converse is false. The 
basis of the proof is the following “Tauberian” lemma: If a, is positive and decreas- 
ing, or, more generally, if n”*a, is decreasing for some k, and if (f) holds in some 
Cesaro sense, that is, 


21%) 8 I 3 RAR 
ar, si m. =m..,=ai +... tar, r positive integer, 


then (f) holds in the ordinary sense. J. D. Tamarkın (Providence). 
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Verblunsky, S.: Note on the Gibbs phenomenon. II. Proc. Cambridge philos. Soc. 
27, 393—398 (1931). 

The author corrects here some mistakes contained in a previous paper [Proc. 
Cambr. phil. Soc. 26, 158—169 (1930)], and particularly recognizes the erroneousness 
of his statement that a theorem due to Cramer [Ark. for Math. 13, Nr 20, 3 (1919)] 
was false. In addition he gives a simple proof of the theorem: If {s,(2)} be a sequence 
of functions continuous at &—= z,, and if M}(x) be its Cesäro transform of order 
k>0, then, s n>ooand 2%, 

lim M# (x) < lim M% +*(x) < lim M%*+*(z) <lim M# («). 
A result of Cramer is extented to a wider range of the parameter (ibidem, 15). 
J. D. Tamarkin (Providence). 

Kogbetliantz, E.: Sur les series d’Hermite et de Laguerre. C. r. Acad. Sci. Paris 
193, 386-389 (1931). 

Anknüpfend an seine früheren Arbeiten (vgl. dies. Zbl. 1,137 u. 2,188) welche sich 
auf die (C, ö) Summierbarkeit der Entwicklung einer Funktion f(x) nach den Hermite- 
schen Polynomen beziehen, behandelt Verf. im ersten Teile die (E, k) Summierbarkeit 
dieser Entwicklung und zeigt, daß die (über das Verhalten von f(x) im oo) für die 
Summierbarkeit (C, ö) notwendige Bedingung „|a|"@+» e-3** |f(x)| sei integrabel in 
(— a, — ©), (a, ©)‘ durch Supperponieren der (0,6) und (E,k) Verfahren auf die 
folgende Bedingung „|a|@?+» e=a=* |f(z)|, klog2 = — log (3—4 g9),9 =, sei inte- 
grabel in (— a, — oo), (a, 00)‘ ergänzt werden kann. Im zweiten Teile werden ähnliche 
Betrachtungen über die (C, ö) Summierbarkeit der Entwicklung einer Funktion nach 
Laguerreschen Polynomen, im Punkte = 0, durchgeführt. _Karamata (Beograd). 

Douglass, Raymond D.: Stirling expansions derived by means of finite de la Vallee- 
Poussin summation. J. of Math. a. Phys. 10, 131—156 (1931). 

Die Folge von Polynomen 2 n-ten Grades (n=1, 2, 3,.. .), die mit einer gegebenen 
ganzen Funktion f(x) für ce=—nh,...,—h0,h,...,nh übereinstimmen, wird 
durch die Stirlingsche Interpolationsreihe dargestellt. Die vorliegende Arbeit be- 
faßt sich mit Beziehungen zwischen den (reellen) Koeffizienten dieser Reihe und der 
de la Vall&ee-Poussin Summierung ((V P) 2) divergenter Reihen. Es genügt, un- 
gerade Funktionen G(x) zu betrachten und die Spanne A=1 zu setzen. Die Stirling- 
reihe ist dann 


n 
EN ZEN a” Re ER z-ı (k-1)" ok 
Selm) 3) mt ned 

k=1 


und „4®*-1) die zentrierten mittleren Differenzen ungerader Ordnungim Differenzen- 
schema bezeichnet. Unter Benutzung der in einer Arbeit von Rutledge, Journ. of 
Math. and Phys. 9, 261—267 (1930) abgeleiteten Formel 


n n 2n N 
ER al te Sialev: 2 - I, mit = 2, 
1 ji=1 n 


und einiger Eigenschaften der Binomialkoeffizienten werden zunächst lineare Be- 
ziehungen zwischen u, und 4; aufgestellt: 


2k 
k ol 
ig har) a, ® j-1\fj+a 1 
a @%) (Ay Fur und = >(-1y2[ n )( 5 \an- 
j=1 jr s=0 
Mit diesen Formeln gelingt es, unter Anwendung eines Reduktionsverfahrens, für alle 
u-Reihen „= (— 1) 127? und „=2j? mit p=..., —23, —1,0,1,2,... die 


zugehörigen A-Reihen abzuleiten, ferner werden auch für gewisse exponentielle 
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u-Reihen die A-Reihen aufgestellt. Alle Ergebnisse sind in einer Tabelle zusammen- 
gefaßt. Schließlich werden noch notwendige Bedingungen für die (V P) Summierbar- 
‚keit angegeben. S. Gradstein (Darmstadt). 
Birindelli, Carlo: Una generalizzazione del metodo di sommazione del de la Vallee 
Poussin per le serie, nella teoria del prolungamento analitico. Rend. Ist. lombardo Sci., 
II. s. 64, 427—440 (1931). 
Soit S la Ds exterieure de la courbe dont les affixes des points sont dern 


1+x 
ae 


par y= a? ou = 1. Par # 8 on designera la courbe dont les affixes des points 


sont les quantit6s fy. L’auteur d&montre le thöoreme suivant: Soit f(y) =?) a, y" 
une fonction holomorphe & l’origine et soit D le domaine commun & tous les domaines 
borne&s par les &S, oü & est un point singulier quelconque de f(y). — La serie 


5 [nano yet? 
U.(y) = > (n — r)!(n— s)!(n+r)!(n-+s)! 


r,s=27zn 


[n!]* a,4s72 y +? 


(nr)! s)!m+n)!in+s)! 


r,3=2p+1l=zn 


converge uniformement dans chaque domaine interieur & D vers Hay Le domaine 
D contient & l’interieur, en plus des points interieurs du domaine B, oü la sommation 


[n!] a, y* 
(n—A)!(n-+A)! 
=0 


d’autres points, exterieurs & B. Pour d&montrer son th&oreme l’auteur considere les 
expressions V„(x) et V„(— x) correspondant respectivementa 1/11 — x et 1/1 +xetil 
demontre facilement que le produit V„(x) V„(—x) converge uniform&ment dans 
tout domaine interieur & $ vers 1/1 — y. L’emploi classique du th&oreme de Cauchy 
suffit pour le reste. Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

Ferenezi, Z.: Sur la sommabilitö des series potentielles. Rend. Circ. mat. Palermo 
55, 177—186 (1931). 

Als Verallgemeinerung einiger bekannten Sätze von P. Dienes über die Summier- 
barkeit der Potenzreihen auf dem Rande ihres Konvergenzkreises werden durch An- 
wendung der Hauptsätze über das Lebesguesche Integral die Sätze A, bis B, bewiesen. 


de M. dela Vall&e Poussin par les polynomes V,„(y) = a lieu, 


Dabei wird die Potenzreihe f(z) = >) a, 2” mit dem Konvergenzradius r =1 der einen 
n=0 


oder anderen der folgenden Bedingungen unterworfen: 1. An der Stelle 2, des Einheits- 
kreises hat f(2), betrachtet für |2| <1, einen Grenzwert. 2. Für |2|<1 ist /(z) in 
einer gewissen Umgebung von 2, beschränkt. 3. An der Stelle 2, = e'?° ist der radiale 
Grenzwert lim f(r e®?e) vorhanden. 4. Im Innern des Sektors, der von einem kleinen 
r>1l 
Bogen (x) des Einheitskreises und den Radien (0%), (0ß) gebildet wird, ist f(z) be- 
schränkt. A,. Aus (4) und a, =O(n?) mit e < 1 folgt die Summierbarkeit der Potenz- 
reihe durch die arithm. Mittel 1. O. fast überall auf dem Bogen (&ß), ferner die Be- 
schränktheit der arithm. Mittel 1. O. auf dem ganzen Bogen (&ß). A,. Aus (1) und 
a, =O(n:) mit e<1 folgt an der Stelle z, die Summierbarkeit der Es durch die 
arithm. Mittel 1.0. A,. Aus (2) und „—=0O(n°) mit e<1 folgt an der Stelle 2, die 
Beschränktheit der arithm. Mittel.1.0. A,. Aus (2), (3) und ,=0O(n‘) mit e<1 
folgt an der Stelle 2, die Summierbarkeit der Reihe durch die arıthm. Mittel der Ordnung 
1-+öfürjedes d>0. B,. Aus (4) und a, = o(n’) mit r>1 folgt die Summierbarkeit 
der Reihe durch die arithm. Mittel r. O. fast überall auf dem Bogen (&ß), ferner die 
Beschränktheit der arithm. Mittel r. O. auf jeder abgeschlossenen Teilmenge des 
offenen Bogens (&ß). By. Aus (1) und a, = o(n’) mit r>1 folgt an der Stelle 2, die 
Summierbarkeit der Reihe durch die arithm. Mittel r. ©. B,. Aus (2) und a, = o(n’) 
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_ mit r>1 folgt an der Stelle 2, die Beschränktheit der arithm. Mittelr.O. B,. Aus 
(2), (3) und a, = o(n’) folgt an der Stelle 2, für r > 1 die Summierbarkeit der Reihe 

durch die arithm. Mittelr. O., für r = 1 die Summierbarkeit der Reihe durch die arithm, 

Mittel der Ordnung 1 + öfür jedes 6 >0. R. Schmidt (Kiel). 


Differentialgleichungen : 


Martis in Biddau, Silvia: Sull’integrazione delle equazioni differenziali omogenee 
di ordine e grado qualunque. Rend. Circ. mat. Palermo 55, 229—240 (1931). 

Behandelt die explizite Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen, die in 
der gesuchten Funktion y(z) und ihren Ableitungen eine homogene Form beliebigen 
Grades darstellen, deren Koeffizienten konstant sind. Die Einführung von y’/y=z als 
unabhängiger, 2’ = (y’/y) = p als abhängiger Variable erniedrigt die Ordnung der 
Differentialgleichung um zwei Einheiten; und demgemäß sind die obigen Differential- 
gleichungen, falls zweiter Ordnung, durch Quadraturen zu erledigen (Spezialfall eines 
Lieschen Satzes); im Falle, daß die genannte Form gleich Null eine rationale alge- 
braische Kurve ist, sogar durch elementare Funktionen. H. Lewy (Göttingen). 

Scorza-Dragoni, Giuseppe: Il problema dei valori ai limiti studiato in grande per 
gli integrali di una equazione differenziale del secondo ordine. Giorn. Mat. Battaglini, 
III. s. 69, 77—112 (1931). 

Es wird eine Reihe von Kriterien dafür angegeben, daß die Randwertaufgabe der 
Differentialgleichung y'’ = f(z, y, y’) lösbar ist, d.h. daß eine Lösung y(x) existiert, 
für die y(2,) = Y» Y(&ı) = yı mit beliebig vorgeschriebenem xy, Yg %7, Yı wird. Ein 
Teil der Sätze findet sich bereits in der Arbeit des Verf. „Il problema dei valori ai 
limiti studiato in grande per le equazioni differenziali del secondo ordine“. Math. Ann. 
105, 133 (s. dies. Zbl. 2, 132). Außerdem Kriterien für die Eindeutigkeit der Lösung. 

Rellich (Göttingen). 

Sansone, G.: Esistenza di infiniti autovalori per le equazioni differenziali ordinarie 
lineari omogenee a coeffieienti costanti. Rend. Circ. mat. Palermo 55, 168—176 (1931). 

Es wird gezeigt: Es gibt unendlich viele Eigenwerte A und zugehörige Funktionen 
y(x), die nicht identisch Null sind und in den der Größe nach angeordneten n Punkten 
2=4,, 4y, ..., 0, verschwinden sowie die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien- 


en ya + My dt +myN)=0, 

in der 9, = 0, 9, = 0; sämtliche Wurzeln der zu A=o gehörigen charakteristischen 
Gleichung werden dabei verschieden vorausgesetzt, und es wird verlangt, daß für 
) = oo keine in @,,...,4,_,] verschwindende, nicht triviale Lösung der Differential- 
gleichung existiere. Beweis mit Hilfe der expliziten trigonometrischen Darstellung der 
Lösungen, Verallgemeinerung des Resultates auf allgemeinere Abhängigkeit der Koeffi- 
zienten p von A (nicht von 2). H. Lewy (Göttingen). 

Ritt, J. F.: Systems of algebraie differential equations. (Dep. of Math., Columbia 
Unw., New York.) Proc. nat. Acad. Sci. U.8.A. 17, 366—368 (1931). 

In einer früheren Arbeit [Trans. Am. Math. Soc. 32, 569 (1930)] wird der Begriff 
eines irreduziblen Systems von algebraischen Differentalgleichungen eingeführt und 
gezeigt, daß jedes System von algebraischen Differentialgleichungen einer endlichen 
Anzahl von irreduziblen Systemen äquivalent ist. Der dort geführte abstrakte Beweis 
wird in der vorliegenden Note durch die Angabe einer Methode ergänzt, solche äqui- 
valenten Systeme zu bestimmen. Limeburg (Göttingen). 

Nieoleseo, Miron: Sur P’intögration orientee des &quations difförentielles non ana- 
Iytiques. Mathematica (Cluj) 5, 100—109 u. Bul. Soc. Sti Cluj 6, 29—38 (1931). 

Bei der Differentialgleichung 


= au), () 
wo z=2+iy, w=u-+iv und f eine nicht analytische Funktion 
P(x, y,u,v) +iQ (x, y, u, v) 
Zentralblatt für Mathematik. 2. 17 
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ist, ergibt die Integration längs verschiedener Wege im allgemeinen verschiedene 
Resultate. Sind z=off), y=y(t) die Gleichungen des Integrationsweges, so 
ist (*) gleichwertig mit dem System 
(4 d 1 YA 
“=pP-yQ Depga+typ, 

womit die Frage nach der Existenz der Lösungen bei gegebenem Integrationswege 
auf bekannte Sätze zurückgeführt werden kann. Verf. behandelt die Aufgabe auch 
direkt durch polygonale Unterteilung und Grenzübergang und gibt auch ein nahe- 
liegendes Analogon zum Satz von Poincar& über Differentialgleichungen mit ana- 
lytisch eingehendem Parameter. Kähler (Rom). 

Niecolesco, Miron: Sur une &quation aux derivees partielles, caracterisant les moyennes 
de M. Picone. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 831—837 (1931). 

Der Verf. geht von der partiellen Differentialgleichung 

w fw 0? w 2n+1ow 


Era 7 RE N Me 0 (n= ganze Zahl) 
aus und findet die allgemeine Gestalt der Lösungen w (x, %, z), die für z = 0 vorgegebene 
2 2 1 
Werte &(x, y) annehmen, mit ke ei . En "",=0. Das Ziel wird erreicht, in- 


dem man in der Gleichung die unbekannte Funktion w(z, y,2) durch eine Potenz- 
reihe in 2 ersetzt, deren Koeffizienten unbestimmte Funktionen a, (x, y) sind; wenn 
man die Beziehungen schreibt, die die a,(®, y) befriedigen müssen, damit die Gleichung 
formell gelöst wird, dann findet man das Integral durch die vorgegebene Funktion 
&(z, y) und eine willkürliche Funktion f(x, y) ausgedrückt. Bemerkenswert ist der 
Sonderfall «=0, n=0: dann ist 


w(z, y,2) = I u@, yY)daıdy, 


CR@Y) 
wobei u(z, y) eine willkürliche Funktion und Oz (, y) den Kreis vom Radius R= |z| 
mit dem Mittelpunkt (x, %) bedeutet. @. Cimmino (Napoli). 


Lampariello, 6.: Propagazione di onde nei mezzi elastici isotropi anche non omo- 
genei. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 856—860 (1931). 

Der Autor entwickelt aus den unterbestimmten Differentialgleichungen der elasti- 
schen Bewegung eines isotropen (auch unhomogenen) Mediums die Differentialglei- 
chungen der Wellenfläche und schließt daraus, daß man in einem derartigen Medium 
longitudinale und transversale Wellen bestimmen kann mit den Fortpflanzungs- 


geschwindigkeiten YA/u, YB/u, wobei u die Dichte des Mediums, A und B die Para- 
meter der Isotropie sind. @. Oimmino (Napoli). 

Versluys, W. A.: A solution of the equation of the vibrating string. Proc. roy. 
Acad. Amsterd. 34, 692—698 (1931). 

Es wird eine explizite Darstellung der Lösung der Gleichung 

y 

rl) 
gegeben, die die Anfangsbedingungen (2,0) = dy/dt(x,0)=0 und die Rand- 
bedingungen (0, t) = y(l, t) = 0 erfüllt. Lüneburg (Göttingen). 

Strutt, M. 3. 0.: Über die Sehallstrahlung einer mit Knotenlinien schwingenden 
Kreismembran. (Natwurk. Labor., N. V. Philips’ Gloelampenfabrieken, Eindhoven.) 
Ann. Physik, V.F. 11, 129140 (1931). 

Der Autor weist darauf hin, daß die Annahme der Knotenfreiheit einer Laut- 
sprechermembran, die üblicherweise bei der Berechnung der Schallstrahlung gemacht 
wird, für die in der Praxis vorkommenden Fälle nicht ausreicht. Es wird daher die 
Schallstrahlung für kreisförmige Membranen berechnet, die radiale und kreisförmige 
Knotenlinien besitzen. Das Ergebnis wird diskutiert für die beiden folgenden Fälle: 
1. Der Radius der Membran ist klein in bezug auf die Schallwellenlänge in Luft. 2. Der 
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Radius der Membran ist vergleiehbar mit der Schallwellenlänge in Luft. In beiden 
Fällen wird angegeben, wie sich die Schallstrahlung zum Falle einer knotenfreien 
Membran verhält. Rellich (Göttingen). 

Uller, Karl: Die“ Entwicklung des Wellen-Begriffes. VI. Gerlands Beitr. Geo- 
phys. 31, 40—82 (1931). 

Die Abhandlung bringt, mit kurzer Wiederholung von bereits früher gewonnenen 
Resultaten, weitere Ergebnisse der vom Verf. entwickelten Wellentheorie. 1. Ab- 
"leitung und Existenzbedingungen eines absoluten Dopplereffekts. 2. Kohärenzkri- 
terien. 3. Relativer Dopplereffekt. 4. Welleneinfall gegen eine Unstetigkeitsfläche. 
Durch Erfüllung von Anpassungsbedingungen entsteht aus der ‚„einfallenden“ die 
„anlaufende“ Welle. Bei endlicher mittlerer Krümmung der Unstetigkeitsfläche 
resultiert eine Verlöschung in der reflektierten Welle: „schwarzer Körper‘ bei hin- 
reichend rauher Oberfläche. 5. Bestimmungsstücke für geführte Wellen. 6. Bedin- 
gungen für die „Einfachheit“ einer Welle (Parallelität der beiden Wellennormalen m’ 
und m”). 7. Schema einer vollständigen und strengen Behandlung des Welleneinfalls. 
Kritik des bisher üblichen Feldverfahrens. Deutung der Beugungsfransen rein wellen- 
kinematisch als raumperiodische Schwankungen des Verlöschungsfaktors. 8. Zu- 
sammenhang der Energieströmung mit dem Wellennormalenpaar und dem Wellen- 
vektor bzw. -skalar in verschiedenen Wellengattungen.' Die Energiebewegung ist in 
allen Fällen (Thermik, Fluidik, Elektromagnetik, Elastik) turbulent; der im Zeit- 
mittel resultierende Energietransport erfolgt nicht immer in Richtung der Wellen- 
normalen iv’. Insbesondere ergibt sich für die elektromagnetische Welle, daß der 
Poyntingsche Strahlungsvektor, auch bei einer naheliegenden Korrektion, nicht der 
richtige Ausdruck für die Energiebewegung sein kann. Zum Schluß wird auf die be- 
schränkte Gültigkeit des Snelliusschen Gesetzes für Reflexion und Brechung sowie 
auf die Unzulänglichkeit der Begriffe Brechungsindex und Extinktionskoeffizient 
hingewiesen. (V. vgl. dies. Zbl. 1, 358.) S. Gradstein (Darmstadt). 

Brelot, Marcel: Etude de l’&quation de la chaleur Au = c(M) u(M), c(M)>9, 
au voisinage d’un point singulier du eoeffieient. Ann. sci. Beole norm.super., III. s. 48, 
153—246 (1931). 

The main purpose of the paper is the discussion of the existence and the behavior of 
the solutions of the above equation, subject to the restrietion of being bounded, or only uni- 
laterally bounded, in the case where the coefficient c(M) has an isolated singular point, M=0. 
The author unifies and extends his previous results published during 1929—1931 in several 
shorter articles. He uses consistently the idea of getting the solutions by limiting processes 
from those in the non-singular case which one obtains by isolating the!singular point O by 
a small curve, or by modifying c(M) in the vicinity of O, in such a way as to make it conti- 
nuous. A powerful tool for such limiting processes is furnished by suitable extensions of 
Harnack’s theorem, and of some uniqueness proofs developed by Zaremba for harmonic 
functions. The case treated in details is that of two dimensions, but in most instances brief 
indications are given for extensions to the n-dimensional case. The paper consists of the 
Introduction and three chapters. Ch. I ist devoted to indispensable preliminaries. Since the 
author does not impose any additional restrietions upon c(M) except for continuity (for 
M = 0), he is naturally led to the usage of the notion of the generalized Laplacian Aw, and 
to the consideration, according to the ideas of Böcher, of the local integral equation instead 
of the equivalent differential equation. Section 1 contains an exposition of fundamental 
properties of the generalized Laplacians, as determined by the following four postulates: 
u u 
a2” äyk 
are continuous. II. A(hu-+kv)=hAu-+ kAv, h and k being arbitrary constants. III. At 
a point where u is maximum, Au=<0. IV. Poisson’s equation 


1 
(|esinr vieide = —2ry(M) 
Y 


holds, whenever y(P) is continuous in the domain Q under consideration, y being an arbitrary 
circle in 2, and M any point in the interior of y. There exist several ways of constructing 
generalized Laplacians satisfying the above postulates, one of them being due to Zaremba: 


=al) 
17 


I. Au coincides with the classical Laplacian, whenever the partial derivatives 


260 


However, no matter what is the definition of the generalized Laplacian (under the above 
postulates) they all are equal whenever one of them exists and is continuous in 2, while u 
reduces to a harmonie function (in the classical sense) whenever one of its generalized Laplacians 
vanishes. The classical transformation formula holds for the generalized Laplacians, when Q 
is mapped conformally into another domain 2’. It is proved that a necessary and sufficient 
condition that a continuous function u be a solution of the generalized differential equation 
Au = F(uw; x, y), where F is continuous in its arguments, is that the relation 

Er dsy ag (uM), M)doy 


Yo 
hold for an arbitrary circle y, in 2 while au ” be continuous in 2. In Section 2 several 
comparison theorems for the equation Au = cu, c continuous and 0 in 2, are derived, on 
the basis of the known fact of the non-existence of a positive maximum of a solution of 
Au=cu-+f, f>=0. In Section 3 the generalized Dirichlet’s problem for the equation 
Au=cu, c continuous and >0, is briefly discussed, the generalized Green’s function is 
introduced, and the solution of the Dirichlet’s problem as a functional of c is investigated, 
where c is considered as a point of various function-spaces. The behavior of the first partial 
derivatives of the solution on the boundary of 2 is investigated, on the basis of some recent 
potential-theoretical results by Lichtenstein and Schauder. The domain 2 of course, is 
subject to some restrictions, one of them being that it is bounded and admits of a solution 
of the classical Dirichlet’s problem for an arbitrary continuous distribution on the boundary. 
Section 4 contains various extensions of Harnack’stheorem, with applications to the sequences 
and families of the solutions of the differential equation in question. Chapter II deals with 
the solutions of our equation, that are bounded in 2, the only restrietion upon c(M) being 
that it be 0 and continuous in 2 —O, while, at O, c(M) is not defined. The existence and 
uniqueness questions are discussed in Section 1, with an extension of several results from the 
non-singular to the present singular case. Section 2 contains a direct study of solutions in 
the vieinity of the singular point O. It is proved, among various other results, that if 
limic(z, y)r®=1> 0, then every solution which is in absolute value less than M in a cirele 


>» 3 2M : 5 RL A 
of radius oe about O, will be 0 ), «& being arbitrary within the limits 0 < « <Yl. More 
: l+e 
enerally, if c(x, y) > — — where Y(r) = ——. 
3 
then, as r—0, every bounded solution will be 7 [e-are de) -0(rFyfn)). In 
Lu 1 


fe —a via az = om), 0<yin=oQ), 


0 
Section 3 the Fredholm integral BR (well known in the non-singular case) 


u(M) + 5 A Bl 


where G(M, P) is the classical Er s function, and h(M) is the harmonic function with 
the same values on the boundary as the bounded solution «, is proved to hold true in the 
present singular case. This integral equation is immediately applied to the discussion of the 
behavior of the solutions and their first partial derivatives in the neishborhood of O, on the 
basis of some new properties of logarithmic surface-potentials whose density becomes infinite 
at O, but has a finite integral over 2, and is continuous at all other points of 2. Chapter III 
is devoted to the discussion of solutions which are bounded above or below. In Section 1 
the notion of a simple point-source is introduced, as of a solution u that is unilaterally bounded 


and such that fi = ds tends to a finite or infinite limit ® (Flux of the source), as the closed 


Jordan re (subject to certain general restrictions) shrinks to O. It is proved that every 
solution % which is unilaterally bounded, is of the form f(M)log1/O M where f(M) admits 
of an average at O which equals ®/2r; and f(M) is bounded or not according as the flux at O 
is finite or infinite. The remaining Sections 2 and 3 deal with various questions of the existence 
and uniqueness of the solutions in question. Some results of Section 3, Ch. I are extended 
to the present case. Finally the so called Picard’s principle for the ne of harmonic 
functions is extended,to the present case as follows: If a solution v(M) is O(log1/O_M) in the 
neighborhood of M = 0, then the point O is a simple finite source (of a finite flux). 
J. D. Tamarkin (Providence). 

Supino, Giulio: Sopra aleune limitazioni valide per le funzioni armoniche e le 

loro derivate. Rend. Circ. mat. Palermo 55, 203—228 (1931). 


Der Verf. gibt eine Abschätzung in jedem Punkt A eines konvexen Gebietes für 
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die harmonische Funktion U(A), die vorausgegebene Werte auf dem Rand 8 des Ge- 
 bietes annimmt, und die Ableitung 0 U/d n,, wobei n, eine beliebige Richtung aus A 
bedeutet. Da die harmonische Funktion und En ne sich in der bekannten Weise 


0@(4A,P 02@(4A,P 
U(A) = lern u a5, N aan Or 


en 


durch die ul Funktion @(A, P) und die ARTEN U(P) darstellen lassen, 
so braucht man nur die Funktionen 0@(A, P)/Onp, 0°G(A, P)/Onı Onp abzuschätzen. 
Man zerlegt dazu den Rand 8 in zwei Bögen 07, 0,, und bestimmt zunächst die har- 
monische Funktion W, die auf o, einen konstanten Wert M, und auf o, den Wert Null 
annimmt; für eine solche Funktion gilt die Beschränkung 


M fer 
wa<— |" do,, („= PA). 


Aus dieser Ungleichung, wenn man die harmonische Funktion W(A) durch die Green- 
sche Funktion ausdrückt, folgt, der Willkürlichkeit von o, wegen, die Abschätzung 
O@(A,P) _ 2cos(n, r) 
ONp = r ; 
Dieselbe Idee wird dann benutzt, um eine ap kung für die Funktion 


en abzuleiten. So beweist man, daß 0 a 02% 
N4ONp On4ONp < gm 
erhält der Verf. auch für den Fall eines dreidimensionalen konvexen Gebietes. End- 
lich wird die physikalische Bedeutung der gefundenen Ungleichungen in einigen 
konkreten Fällen bemerkt. @. Oimmino (Napoli). 

Nieoleseo, Miron: Sur les fonetions harmoniques d’ordre p. Bull. Soc. math. France 
59, 75—87 (1931). 

Für harmonische Funktionen p-ter Ordnung, d.h. für Funktionen u(z, y), die der 
p-fach iterierten Laplaceschen Differentialgleichung J®u—=0 genügen, bestehen 
Mittelwertsätze ähnlicher Art wie für gewöhnliche harmonische Funktionen. In der 
Note wird zunächst gezeigt, daß für eine Funktion, die in einem Gebiet D harmonisch 
von p-ter Ordnung ist, die Relation 


Analoge Ergebnisse 


Wr ee 5 1 

u 3 1 Kaya 1 
2 p -u(z,y) = = 2 p 
1 1 1 

1 %p-1 pp-i Y»-1 3p—1 pri 


gilt. Dabei ist Be 
H= ou wte + 0c0859, y+ osinO)d® 
ö 


der Mittelwert der Funktion u auf einem Kreise vom Radius 0 um den Punkt x, y, 
und die Größen u; ergeben sich aus 4, durch Iteration: 


@ 
2 
Mi+i =. [mle,y,0) ode. 
ö 


Diese Relation, die bei beliebigem o für alle Punkte eines Teilgebietes D, von D, für 
dessen Punkte der Kreis vom Radius o noch in D liegt, besteht, läßt sich folgender- 
maßen umkehren: Eine in D summable Funktion u(z, y), die bei beliebigem o für 
jeden Punkt des Teilgebietes D, die obige Mittelwerteigenschaft besitzt, ist in D har- 
monisch von p-ter Ordnung. In einem weiteren Teil der Note wird gezeigt, daß auch für 
unendliche Mengen von harmonischen Funktionen p-ter Ordnung entsprechende Sätze 
gelten wie für harmonische Funktionen. Z. B. folgt aus der gleichgradigen Beschränkt- 
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heit einer solchen Menge in D die gleichgradige Stetigkeit und ferner aus der Kon- 
vergenz einer Folge von harmonischen Funktionen p-ter Ordnung deren gleichmäßige 
Konvergenz in D. Lüneburg (Göttingen). 

Ghermanesco, M.: Sur les fonetions n-mötaharmoniques. C. r. Acad. Sci. Paris 
193, 107—109 (1931). 

Einige Resultate über n-metaharmonische Funktionen, insbesondere Mittelwert- 
eigenschaften, die zum Teil schon von I.P. Robert und M. Nicolescu angegeben 
sind, werden erneut bewiesen und vervollständigt. Lüneburg (Göttingen). 

Ruse, H. S.: Generalised solutions of Laplace’s equation. Proc. Edinb. math. Soc., 
II.s.2, 181—188 (1931). 

Es wird bewiesen, daß die allgemeine Potentialgleichung 


02V oV 

Ay TER A () 
? base we 

in einem n-dimensionalen euklidischen Raum mit ds? = g„, dx“ dx” die Lösungen 


f(2;) und D(r)/2%"*? besitzt. Dabei sind f und ® willkürliche Funktionen und die 
Größen 2, und 7 folgendermaßen zu bestimmen. Es sei 22(z,&) das Quadrat der 


geodätischen Entfernung zweier Punkte x’ und @°. Wir denken uns die Koordinaten # 


als Funktionen eines Parameters 7 und bestimmen sie als gemeinsame Lösung der 
beiden Differentialgleichungen 


a 
a Ta 
Bat urn de de 


di? +1 dt ap 


Durch Eintragung in den Ausdruck Q(x, £) entsteht eine Funktion Q(x‘, 7) und daraus 
durch partielle Differentiation nach 7 die Funktion Q,(x', r). In dieser ebenso wie in 
der Funktion D(r) ist schließlich für 7 der aus der Gleichung 2(z, rt) = 0 berechnete 
Wert einzutragen. Lüneburg (Göttingen). 

Whittaker, E. T.: On the solution of differential equations by definite integrals. 
Proc. Edinb. math. Soc., II.s. 2, 189—204 (1931). 

Der Verf. entwickelt eine allgemeine Methode zur expliziten Lösung einer linearen 
Differentialgleichung oder eines überbestimmten Systems von partiellen Differential- 
gleichungen für eine Funktion Yin der Form eines bestimmten Integrals 


ee) Xtra er dı,n 


Wird das gegebene — natürlich als verträglich vorausgesetzte — System in der sym- 
bolischen Form 


(6) ö 
A I) =, a ei 
geschrieben, so genügt die Funktion ® (t,,...,t,) einem ähnlichen System 


6) 0) 
Gl a: 
wobei die Funktionen 6,(P,,.. ., Pa» Qı > - - -, Qn) durch Ausführung einer Berührungs- 
transformation P; = pP; (Pı; 9) Pr; qı ERON 9n) 2 
Ö; — 9:1; 0, Pr 91; . Sn) 
aus den Funktionen F,(P1,..., Pn5 91»: +» Yn) hervorgehen. Diese Berührungstrans- 
formation, die mit Hilfe einer Funktion W (91, ... ., In; Qı> - - -, Qn) in der Form 


p oW oW 
r = 90, pP = og 


)®=0, Kern 


dargestellt wird, kann dabei willkürlich gewählt werden, bestimmt aber sodann die 
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Kernfunktion X(9 >: : > @nskis- . .n) als Lösung der — wiederum verträglichen — 
_Differentialgleichungen 


la, ige ag) er 


EG 0) ox 
Be ae = dt,‘ 
Die Bestimmung des Integrationsweges erfordert in jedem Falle noch eine besondere 
Untersuchung. Der Beweis dieses allgemeinen Theorems wird in der Arbeit nicht 
durchgeführt, sondern nur an einzelnen Beispielen dessen Tragweite erläutert. Ins- 
besondere ergeben sich neue interessante Integralrelationen zwischen den hypergeome- 
trischen Funktionen. Limeburg (Göttingen). 

Kermack, W. O., and W. H. MeCrea: On professor Whittaker’s solution of differen- 
tial equations by definite integrals. I. Proc. Edinb. math. Soc., II. s. 2, 205—219 (1931). 

Kermack, W. O., and W. H. MeCrea: On professor Whittaker’s solution of differen- 
tial equations by definite integrals. II. Applications of the methods of non-commutative 
algebra. Proc. Edinb. math. Soc., II.s. 2, 220—239 (1931). 

Das Hauptziel der Arbeit ist, den Beweis für die Whittakersche Methode zur Lösung 
linearer Differentialgleichungen zu liefern (vgl. das vorangehende Referat). Hierzu 
wird zunächst gezeigt, daß die charakteristischen Differentialgleichungen, die sich für 
die Kernfunktion x ergeben, vermittels eines auf die Differentiationssymbole ange- 
wandten Eliminationsprozesses erhalten werden können, wenn dieElimination auf Grund 
der Rechenregeln einer gewissen nichtkommutativen Algebra durchgeführt wird. Es 
ergibt sich alsdann die Verträglichkeit dieser Differentialgleichungen unter der Voraus- 
setzung, daß die Berührungstransformation mit Hilfe einer erzeugenden Funktion 
W(>-:--,@n5 Qı>---,Qn) dargestellt wird. Durch einfaches Nachrechnen erhält 
man die weiteren Aussagen des Whittakerschen Theorems. Im 2. Teil der Arbeit wird 
eine allgemeine notwendige und hinreichende Bedingung aufgestellt, der die Trans- 
Bersonenu Pe PD EEE RU 
unterwerfen sind, damit das entsprechende System von Differentialgleichungen für x 
lösbar ist. Im Zusammenhange damit wird eine ausführlichere Darstellung der be- 
nutzten nichtkommutativen Algebra gegeben, die durch die Vertauschungsregel 
pq — qp=1 gekennzeichnet wird und die wegen der Beziehung dieser Algebra zur 


Quantenmechanik auch an sich Interesse besitzt. Lüneburg (Göttingen). 
Tsortsis, A.: Sur un problöme de Monge. Praktika Akademias Athenon 6, 88—90 
(1931). 


Eine von Goursat gegebene Verallgemeinerung der Mongeschen Theorie auf 
partielle Differentialgleichungen erster Ordnung in beliebig hoher Dimension wird 
auf anderem Wege abgeleitet. Dabei verwendet der Autor eine Methode von Botasso 
[C. R. 140, 1579 (1905)]. Rellich (Göttingen). 

Giraud, Georges: Extension de la notion de solution &lömentaire principale et 
applications. C. r. Acad. Sci. Paris 198, 353—355 (1931). 

Es wird folgende Verallgemeinerung der partiellen Differentialgleichungen be- 
handelt: Es sei D)a.g2. 25 eine definite Form, deren Koeffizienten beschränkte und 
einer Lipschitzbedingung genügende Funktionen von %,, &%,..., 2%, sind. Man kann 
sie (auf mehrere Arten) als skalares Produkt von n Linearformen darstellen: 


Dias zB En a N, Dr 22). 
Setzt man mit zwei Hilfsgrößen t und r 
K, (u) Ser u(®, + k,ıt, er 7 +k,nt) ITEE ua], LICHT) &n) 
bzw. RR in uke.. a 
so wird vorausgesetzt, daß 
R Fu) — lim >: u 


r,1—0 
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existiert und unabhängig ist von der Art der Zerlegung der quadratischen Form 
im Falle zweimaliger Differenzierbarkeit ist F(u) = Gap 2) Es seien 
b,(&=1,...,n) und estetig, es <0 = run: Dann kann man mit Integral- 


ren für die Gleichung F(u) a 5, cu=0 eine Grundlösung finden 


und die Randwertaufgaben lösen. Die Thing wird nur angedeutet. 
Willy Feller (Kiel). 

Cartan, Elie: Sur la theorie des systemes en involution et ses applications a la rela- 
tivite. Bull. Soc. math. France 59, 88—118 (1931). 

Betrachtet man ein System Pfaffscher Gleichungen, so kann man nach sämtlichen 
Lösungsmannigfaltigkeiten gegebener Dimension p fragen. Cartan hat in früheren 
Abhandlungen diese Frage in allgemeiner Weise in Angriff genommen und vor allem 
den fruchtbaren Begriff eines Involutionssystems eingeführt. Die Auflösung 
des Pfaffschen Systems kommt auf die Betrachtung eines Systems von partiellen 
Differentialgleichungen 1. Ordnung mit p unabhängigen Variablen hinaus, diein den Ab- 
leitungen der gesuchten Funktionen linear sind. In der vorliegenden Arbeit wird nun 
die Cartansche Theorie in diesem Gewande in völlig elementarer und durchsichtiger 
Weise entwickelt. Nimmt man etwa p = 3, so hat das System die Gestalt: 


N 
ne Sagt + ng + Sage +a=0 =12,...,n. 
e=1 e-1 
Die Koeffizienten a, b, c, d werden als Kr eh Funktionen von z, y, zund der gesuch- 
ten Funktionen u, vorausgesetzt und nur analytische Lösungen u;(x, y,2) gesucht. Man 
kann annehmen, daß aus dem Gleichungssystem die Ableitungen nicht eliminierbar 
sind (Rang des Koeffizientenschemas (a;,, din, ©) gleich r), weil sonst jede Relation 
zwischen &, y,2,%,..., %, entweder die Zahl der u, zu reduzieren gestattete oder 
sogar (falls in ihr die %; nicht auftreten) die Unmöglichkeit einer Lösung in Evidenz 
gesetzt würde. Ein System von Zahlen x, y,2,u;, Ow,/Ox, Ou,/dy, Ow,/0z heiße ein 
Lösungselement, falls es den Gleichungen L,;, = 0 genügt. Eine Schar von Lösungs- 
elementen von 1 oder 2 Dimensionen heiße ein Lösungsstreifen, falls sie das Pfaffsche 
System 
& du = da+  dy er? 

identisch befriedigt. Im Mittelpunkt der ne Untersuchung steht nun die 
Frage: Wann läßt sich jeder eindimensionale Lösungsstreifen, auf dem y und z konstant 
sind und x varliert, zu einem zweidimensionalen ergänzen, auf den nur 2 nicht varüiert 
und außerdem jeder Streifen der letzteren Art zu einer vollen Lösung? Diese Frage 
ist deshalb von Bedeutung, weil man im bejahenden Fall eine vollständige Übersicht 
über die Wahl der Anfangswerte beim Anfangswertproblem gewinnen kann. Um die 
Antwort formulieren zu können, führen wir die Bezeichnungen ein: r, sei die Anzahl der 
linear unabhängigen Verbindungen der L, (mit Koeffizienten, die beliebige Verbin- 
dungen von %, %, £, U, ::-, U, sein können), die frei sind von den Ableitungen nach y 
und z, r, die entsprechende Anzahl, wenn man allein die Ableitungen nach z eliminiert. 
Wenn man durch Transformation der x, y, 2 diese Zahl nicht vergrößern kann, so 
heiße das Koordinatensystem allgemein. Man bilde ferner die totalen Ableitungen 
oL,/0x, 0L,/0y, OL,/0z, die als lineare Verbindungen der Ableitungen 2. Ordnung 
der u, aufzufassen sind, mit Koeffizienten, die vom jeweiligen Lösungselement abhängen. 
Zwischen ihnen können lineare homogene Beziehungen bestehen. C. beweist, daß 
deren nie mehr als r, + r5 linear unabhängige bestehen können. Wird diese Maxi- 
malzahl erreicht, so nennt C. das System ein Involutionssystem und 
beweist: Die obige Frage ist dann und nur dann bejahend zu beantworten, wenn das 
System ein Involutionssystem ist und das gewählte Koordinaten- 
system allgemein. Im Schlußteil der Arbeit werden wichtige Anwendungen auf 
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‚Gleichungssysteme gegeben, die in der neuen Einsteinschen einheitlichen Feldtheorie 
auftreten. K. Löwner (Prag). 


Moore, C. L. E., and P. Franklin: Pfaffians in parametrie form. J. of Math. a. Phys. 
10, 95—105 (1931). 

Die Beziehungen Pfaffscher Gleichungen mit ‚„parametrischen“ Variablen zur be- 
kannten ‚Parameterdarstellung‘‘ gewöhnlicher Flächen wurden bereits in den Jahren 
1888, 1900, 1901 von Abb& Issaly untersucht, welcher auch den Ausdruck ‚Pseudo- 
flächen“ für die Integralmannigfaltigkeiten eines allgemeinen Systems der Form: 


dx, = X,du + Y;dv ı =.1, 258 (1) 


prägt, worin x; kartesische Koordinaten sind und X,, Y, Funktionen von uw und v. 
Die Verff. untersuchen unter der Voraussetzung, daß einem jeden Punkt x, %, %; 
durch geeignete Anfangsbedingungen ein einziges Parameterwertepaar u, v zugeordnet 
wird, die spezielleren Eigenschaften der zu (1) äquivalenten Pfaffschen Gleichung: 


Adx, + Bdx, + Od, =0. 


Sie liefert im „integrablen“ Fall die Integralflächenschar f(&,, &, %;) = k, deren 
einzelne Flächen auseinander durch Parallelverschiebung längs einer gewissen Raum- 
kurve hervorgehen, und kann im „nichtintegrablen‘ Falle auf die Form: : 


da; = M(&, ,%,) dx, + N(&,,%5) dx, 


gebracht werden (Theorem J). Entsprechend erscheinen auch die nach (1) vermöge 
zweier Parameter berechneten zur Pfaffschen Gleichung gehörigen Bogenelemente 
translativ starr verknüpft. Diese Verknüpfung erhält den Charakter einer Schrauben- 
bewegung im Falle allgemeiner (nichtkartesischer) krummliniger Koordinaten (Theo- 
rem II); im integrablen Fall erhält man bei dieser Verallgemeinerung eine Integral- 
flächenschar, deren Einzelflächen insgesamt aufeinander abwickelbar sind (Theorem III). 
M. Pinl (Berlin). 

Pfeiffer, 6.: Über Eigenschaften von Operatoren einer linearen partiellen Differen- 
tialgleiehung erster Ordnung. Zusammenhang zwischen den Aufgaben von 8. Lie und 
A. Buhl. Izv. Akad. Nauk 8.8.8.R., Otdel. mat. i estest. Nauk, VII. s. Nr 4, 467 —478 
(1931) [Russisch]. öf af 

Es sind solche Infinitesimaltransformationen Y(f) = ern +...+ Nn dx, für 
die Gleichung X(f) = Dec +... + ._ = 0(*) gesucht, für welche gleichzeitig 
mit f auch Y(f) ein Integral dieser Gleichung (*) ist. Die Operatoren Y müssen die 
Identität von Lie XY — YX=4X befriedigen, wobei A eine beliebige Funktion von 
%>-..,% ist. Es werden verschiedene Möglichkeiten für die Konstruktion der 
Operatoren Y mit Hilfe des vollständigen Systems der Integrale der Gleichung (*) 
betrachtet. Man erhält unter anderem diese Operatoren Y in einfacher Weise aus 
den Operatoren Z, für welche XZ — ZX = O ilt. (Diese letzte Gleichung war von 
Buhl behandelt.) Janczewski (Leningrad). 


Casimir, H.: Über die Konstruktion einer zu den irreduzibelen Darstellungen halb- 
einfacher kontinuierlicher Gruppen gehörigen Differentialgleichung. Proc. roy. Acad. 
Amsterd. 34, 844—846 (1931). 

Es wird gezeigt, wie man für jede geschlossene einfach zusammenhängende halb- 
einfache Liesche Gruppe einen Differentialoperator 2. Ordnung im Parameterraum 
angeben kann, dessen Eigenfunktionen genau die Matrixelemente der irreduziblen 
Darstellungen der Gruppe sind. Der Operator hat die Gestalt 29%“ D,,D,, wo die 
D, die infinitesimalen Transformationen der Parametergruppe und die g*“ Konstante 
sind. Daraus ergibt sich eine neue Beweismöglichkeit für den Satz von Weyl und 
Peter, daß die fraglichen Matrixelemente ein vollständiges Orthogonalsystem im 
Parameterraum bilden. van der Waerden (Leipzig). 
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Newman, M. H. A.: On Abelian continuous groups. Proc. Cambridge philos. Soc. 
27, 387—390 (1931). 

Der Verf. skizziert einen Beweis für den Satz: Eine abstrakte kontinuierliche 
Gruppe, deren topologischer Raum kompakt und lokal kartesisch ist, ist isomorph- 
homeomorph mit der geschlossenen Translationsgruppe in n Dimensionen. Entschei- 
dend in dem Beweis ist der Fixpunktsatz: Ist g eine Abbildung der Einheitskugel 
U, auf sich und f eine Abbildung von U,, auf einen »-dim., lokal kartesischen Raum, 
und kann ferner /(U,) in einen Punkt deformiert werden, dann gibt es wenigstens 
einen Punkt z, für welchen f(x) =fg(«) ist. Ein vollständiger Beweis wird in Aussicht 
gestellt. F. Bohnenblust (Princeton N. J.). 


integralgleichungen und Theorie der unendlich vielen Veränderlichen: 


k Miranda, €.: Estensione alle equazioni integrali lineari singolari dei teoremi di Hil- 
bert-Schmidt e di Picard. (Istit. di Calcolo, Unw., Napoli.) Atti Accad. naz. Lincei, 
VI.s. 13, 719—724 (1931). 

This paper states the results obtained by applying the method developed by Carle- 
man (Equations integrales singulieres) for the extension of the Hilbert- Schmidt 
theory of linear integral equations with symmetric kernel, to the Schmidt treatment 
of the non-symmetric case [Math. Ann. 68, 459—467 (1907)]. These lead to an extension 
of Picard’s theorem on the solution of integral equations of the first kind, which in 


turn is applied to the instance f(x) = l ele-vlo(y)dy. When combined with a 


result due to Carleman, there emerges a sufficient condition that a function of sum- 
mable square may be represented by its Fourier integral. Hildebrandt. 


Seely, €. E.: An existence theorem for eharaeteristie constants of kernels of positive 
type. Bull. amer. math. Soc. 37, 554—556 (1931). 

Es handelt sich um eine ganz bestimmte Gruppe von reellen Kernen X (s, t), 
nämlich zunächst solchen, die eine Entwicklung 


K(s,1) = DayB;ls) ® AU) (1) 


ij=l 


nach einem System von normierten Orthogonalfunktionen ®,(s) gestatten, wobei also 
bb 
mine t) B,(s) D,(t) dsdt (2) 


ist. Ferner sei K (s, t) vom positiven Typ in bezug auf alle h(s) = c„®,(s) + 0 Dz(s), 
wo die c, reelle Konstanten bedeuten; d.h. für alle diese h(s) gilt 


[ke t) h(s) h(t)dsdt=0. (3) 
aa 
Dann gilt der Satz: Es sind alle a,,> 0, und wenn a;, —0 ist, so ist %; + a, = 0 


für jedes j. — Weiterhin wird nun von K (s,t) vorausgesetzt: I. K (s, t) erfülle die 
Stetigkeitseigenschaften, die für die Anwendbarkeit der Fredholmschen Theorie not- 


d 

wendig sind; II. (1) ist für t=s gliedweise integrierbar und liefert / K(s, s)ds; III. die 
a 

zu K(s,t) gehörige Fredholmsche Determinante D(A) ist vom Geschlecht 0, d.h. 


es gilt Mi 
le ee 
il i=1 


wo die A; die Eigenwerte von K(s,t) sind. Kerne, die diese und die obigen Voraus- 
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setzungen erfüllen, besitzen mindestens einen Eigenwert. Denn wegen II. und III. 


hat man 
b oo oo 
[Eaaas- D-Dur (5) 
a er 


In (5) ist a;,>0. Sind alle a,; = 0, so ist stets nach Obigem a; = —a;;, d.h. K(s, t) 

schiefsymmetrisch; ein solcher Kern hat bekanntlich mindestens einen Eigenwert- 

Ist andererseits ein a,; > 0, so folgt die Existenz mindestens eines Eigenwertes aus (5) 
@. Wiarda (Dresden). 

Köthe, Gottfried, und Otto Toeplitz: Theorie der halbfiniten unendlichen Matrizen. 
J. f. Math. 165, 116—127 (1931). 

Diese Arbeit enthält die Theorie der halbfiniten unendlichen Matrizen als Beispiel 
für ein konvergenzfreies Matrizensystem. Ein System heißt „konvergenzfrei“, wenn 
alle Summen, die bei der Multiplikation von zwei Matrizen aus ihm auftreten, nur 
endlich viele Summanden enthalten. Bekannt war nur das früher von Toeplitz be- 
handelte System der zeilenfiniten bzw. spaltenfiniten Matrizen, wo in jeder Zeile bzw. 
Spalte nur endlich viele Nichtnullen auftreten. Gilt nun für eine Matrix 


So “ N 
U Ur 


wo die Indizes der Elemente von Y von — oo bis +00 laufen, daß W* finit, A, bzw. *U 
zeilen- bzw. spaltenfinit und „X beliebig ist, so heißt X „halbfinit““. Nachdem gezeigt wird, 
daß der übliche Kalkül mit diesen Matrizen möglich ist und daß ihr System in einem 
gewissen Sinne vollständig ist, wird die Äquivalenztheorie entwickelt. Es gelingt, ein 
vollständiges kanonisches System von einander nicht äquivalenten Normalformen 
anzugeben. Damit ist zugleich die Theorie der Auflösung von linearen Gleichungen 
mit halbfiniter Koeffizientenmatrix geliefert. Für sie gilt insbesondere nicht mehr 
die „Alternative“. Weitere Untersuchungen über konvergenzfreie Systeme werden 
angekündigt. Kurt Friedrichs (Braunschweig). 

Sumpner, W. E.: Index operators. Philosophic. Mag., VII. s. 12, Suppl.-Nr, 201 
bis 224 (1931). 

This paper discusses Heaviside’s Operational Analysis and the subsequent con- 
tributions of Bromwich and Carson to this subject. No new results are obtained and 
the discussion is in many places not understandable to the present reviewer. The 
author regards the usual Fourier series for © — 3,0 <x<1 as “not true, even 
within the limits, unless infinitesimals are neglected”. A large part of the paper is 
devoted to a discussion of Heaviside’s unit function. Murnaghan (Baltimore). 

Neumann, 3. v.: Über Funktionen von Funktionaloperatoren. Ann. of Math., 
II. s. 32, 191—226 (1931). 

Es sei B der Ring der beschränkten linearen Operatoren des Hilbertschen Raumes. 
Wenn M eine Teilmenge von B ist, bezeichnet man mit R(M) den kleinsten Ring über 
M (ein Ring ist eine Menge von Operatoren, welche mit Aund Bauch a A, 4*, A-+B 
und A B enthält und außerdem eine gewisse Abgeschlossenheitseigenschaft besitzt). 
Insbesondere erzeugt ein einziger Operator den Ring R(A), welcher — wenigstens, 
wenn A Hermitesch oder normal ist — aus allen Polynomen p (A) und ihren Limites 
besteht. Eine Menge M heißt Abelsch, wenn für beliebige A und B aus M die Elemente 
A, Bund 4* bei der Multiplikation vertauschbar sind; R(M) ist für eine solche Menge 
immer Abelsch. Nach den früheren Resultaten des Verf. ist jeder Abelsche Ring 
R ein R(A) für einen entsprechend gewählten Hermiteschen Operator A. Wenn ein 
Hermitescher Operator A in der Hilbertschen Spektralform 


(Al,g) = [AdEW 1,9) 
geschrieben ist, so kann man jeden Operator A’aus R(A) mit Hilfe einer 
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entsprechend gewählten beschränkten ®-meßbaren Funktion F(z) in 
u (41.9) = [F (A) a(EW) 1,9) 

darstellen. Umgekehrt, für jede beschränkte ®-meßbare Funktion gehört A’= F(A) 
zum R(A). Dabei nennt der Verf. eine Funktion D-meßbar, wenn f(D(a)) für alle 
monoton nichtfallenden und nach rechts halbstetigen D(a) eine meßbare Funktion 
ist. Die ®-Meßbarkeit ist auch für die Funktionen f(z,, &, ...) von unendlich vielen 
Variablen definiert, was bei der Untersuchung der Funktionen F(A,, A,,...) von 
abzählbar vielen Operatoren A,, Aa, ... wichtig ist. Der Verf. beweist mehrere Sätze 
über D-meßbare Funktionen und ihren Zusammenhang mit der Theorie der Lebesgue- 
Stieljesschen Integrale, im einzelnen den folgenden: sei F(u) eine D-meßbare Funk- 
tion, fi(&), fs(2), ... irgendwelche meßbaren Funktionen. Dann gibt es 
eine Funktion g(w), die zur dritten Bairschen Klasse gehört, und für 
welche die Menge daller u mit F(w) = g(w) die folgende Eigenschaft hat: 
die Menge aller z, für die irgendein /„(x) zu © gehört ist eine Lebes- 
guesche Nullmenge. A. Kolmogoroff (Moskau). 


Variationsrechnung: 


Steekel, $.: Über die kleinste und größte Entfernung zweier Raumkurven. Prace 
mat.-fiz. 38, 35—38 (1931). 

Es werden geometrisch hinreichende Bedingungen angegeben, unter denen zwei 
Punkte auf verschiedenen Raumkurven eine extremale Entfernung besitzen. 

Rellich (Göttingen). 

Caratheodory, C.: Bemerkung über die Eulerschen Differentialgleichungen der 
Variationsreehnung. Nachr. Ges. Wiss. Göttg., Math.-phys. Kl. H. 1, 40—42 (1931). 

Bei der Behandlung des Variationsproblems f L(t, x;, &;) dt = Min. pflegt man 
vorauszusetzen, daß die Funktion Z dreimal stetig nach ihren Argumenten differenzier- 
bar sei. Der Autor zeigt, daß bereits zweimalige stetige Differenzierbarkeit genügt. 
Er weist nämlich nach, daß die zu dem Problem gehörige Hamiltonsche Funktion Z 
unter dieser Voraussetzung zweimal stetig nach ihren Argumenten differenzierbar ist, 
woraus sich die Anwendbarkeit der Charakteristikenmethode auf die Hamiltonsche 
partielle Differentialgleichung ohne weiteres ergibt. Rellich (Göttingen). 

La Paz, Lincoln: The Euler equations of problems of the caleulus of variations 
with prescribed transversality conditions. (Dep. of Math., Ohio State Univ., Columbus.) 
Proc. nat. Acad. Sci. U.S.A. 17, 459—463 (1931). 

Bei einem Variationsproblem mit einer unabhängigen Veränderlichen im 
Rn+ı der &, %, Ya, - - -» %, ist längs einer Extremalen die Richtung ihrer Tangente 
in bestimmter Weise mit der Richtung des transversalen Elements verknüpft. Wenn 
man umgekehrt diese Verknüpfung durch n (in zulässiger Weise gewählte) Trans- 
versalitätsfunktionen T;(&, Y - - -, Yn» Y%b - - -, Y„) vorschreibt, so ist der Integrand 
der zugehörigen Variationsprobleme bisauf eine (multiplikative) Funktiong (x, %,, . . ., %n) 
festgelegt. Davon ausgehend, drückt der Verf. die Eulerschen Gleichungen des Varia- 
tionsproblems in einfacher Weise durch die Transversalitätsfunktionen und die Funk- 
tion g aus und findet daraus die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
daß ein vorgelegtes System von n Differentialgleichungen zweiter Ordnung als System 
der Eulerschen Gleichungen eines Variationsproblems aufgefaßt werden kann, und 
zwar in der Form eines Systems von 2% linearen partiellen Differentialgleichungen 
für die (n + 1)-Funktion 7, und g. Die Bestimmung ihrer Integrabilitätsbedingungen 
wird für eine spätere Arbeit aufgespart. @. Prange (Hannover). 

Bateman, H.: Sound rays as extremals. (California Inst. of Technol., Pasadena.) 
J. acoust. Soc. Amer. 2, 468—475 (1931). 

This paper derives certain equations due to Milne for the rates of change of the 
direction cosines of the normal to a sound wave along a ray of sound and refers these 
equations to a variational principle. If O(z, y,2,t) =0 is the equation of a moving 
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wave-front the rays of sound (the characteristics of the Hamiltonian partial differential 


; : BR . ’ d d 
 equation satisfied by 6) satisfy equations of the type . =u-+al, Fra 
Be =w-+ an, where (u, v,w) are the component particle velocities, (I, m, n) are 


=v-+am, 


the direction cosines of the wave-normal and a is the local sound velocity. These lead 
directly to Milne’s equations 


IE (oe) = + ISE + mER + SE + SE te, 

where h=a| (5) and the parenthesis around indicates differentiation follo- 
wing a particle. A variational principle is stated of which Milne’s equations are 
a consequence, the integral I involved in the variational principle being the time along 
aray. This leads to a general form of Doppler’s principle applicable when the source 
of sound and the receiver are both in motion and the wind-velocity is variable from 
point to point. When the air-motion is steady there is no Doppler effect when both 
the source and receiver are stationary but when the air-motion is not steady there may 
be a Doppler effect under these circumstances. Murnaghan (Baltimore). 

Douglas, Jesse: The mapping theorem of Koebe and the problem of Plateau. J. of 
Math. a. Phys. 10, 106—130 (1931). 

Die Existenz einer Minimalfläche durch eine vorgelegte doppelpunktfreie Kurve J' 
des Raumes wird hier aufgebaut auf der als bekannt vorausgesetzten Möglichkeit, 
ein einfach zusammenhängendes, von einem Polygon ohne Doppelpunkt begrenztes 
Polyeder // auf den Einheitskreis E konform abzubilden. Dabei werden im wesentlichen 
dieselben Gedanken benutzt (nur in anderer Anordnung) wie in einer früheren Arbeit 
desselben Verfassers, sowie die folgende Tatsache, die man unter Weglassung gewisser 
Voraussetzungen über /' so aussprechen kann: In einer passenden Teilfolge von Poly- 
edern //, deren Ränder gegen I' gleichmäßig streben und deren Flächeninhalt gegen 
seine untere Grenze für alle durch /' berandeten Flächen strebt, konvergiert dieRand- 
zuordnung bei der konformen Abbildung der // auf den Einheitskreis E gegen die 
Randzuordnung bei der konformen Abbildung einer durch I’ gehenden Minimalfläche 
auf E. Eine Vereinfachung gegenüber der früheren Arbeit des Verfassers tritt auf in 
der Leichtigkeit des Beweises der Differentialgleichung für die konstruierte Minimal- 
fläche, wofür allerdings jetzt das Abbildungstheorem benutzt werden muß; immerhin 
ergab sich auch früher die Eigenschaft der kleinsten Fläche erst aus seiner Verwendung. 

H. Lewy (Göttingen). 
Funktionentheorie: 


Biernacki, M.: Sur Pallure de la representation conforme dans le voisinage d’un 
point exceptionnel. Mathematica (Cluj) 5, 1—6 (1931). 

Der Einheitskreis |a—1|<<1 werde durch f(z) = w auf ein Gebiet & so abgebil- 
det, daß die offenen Kreisbögen von z = 0 aus in offene analytische Bögen übergehen, 
die in = 0 münden; w = 0 ist dann jedenfalls ein erreichbarer Randpunkt von ©. 
Für diese Anordnung wird eine Reihe von Sätzen über das Verhalten der Abbildungs- 
funktionen in beiden Richtungen gewonnen, die als Randverzerrungssätze an- 
gesprochen werden können. Unter etwas einengenden Voraussetzungen gilt: Die Bild- 


bögen von |2|=o bzw.|w|=0_ in der w- bzw. z-Ebene verlaufen ganz in einem 
Kreisring, dessen Radienverhältnis R(e):r(o) unterhalb einer von o unabhängigen 
Schranke bleibt. Ullrich (Marburg, Lahn). 


Fenchel, Werner: Bemerkungen über die im Einheitskreis meromorphen sehlichten 
Funktionen. Sitzgsber. preuß. Akad. Wiss., Phys.-math. Kl. H. 22/23, 431-436 
(1931). 

Im Anschluß an einen Satz von Montel-Bieberbach wird folgendes bewiesen: 
Die für |2| < 1 meromorphe und schlichte Funktion f@)=2+ 0,2? + --- nimmt 
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alle Werte des Kreises |z| < men; und, falls |a,| > 2, alle Werte des Kreises 
2 


le er an. Aus diesem Satz wird eine Abschätzung von |f(z) | nach oben 
er 

und unten hergeleitet. Die Abhängigkeit der Lage des Poles vom Koeffizienten «a, wird 

diskutiert. Alle Schranken können wirklich erreicht werden. L. Ahlfors (Äbo). 


Loehs, Gustav: Zur Abschätzung schliehter Potenzreihen. Mh. f. Math. 38, 377 
bis 380 (1931). 

Zum Bieberbachschen Koeffizientensatz |a,| < 2 und zum Verzerrungssatz werden 
schärfere Schranken für spezielle Klassen schlicht abbildender Funktionen gewonnen. 
Diese Klassen sind dadurch gekennzeichnet, daß das Bildgebiet nicht nur den Kreis 
vom Radius + um den Ursprung enthält, sondern einen größeren konzentrischen Kreis 


vom Radius R. Dann gilt z.B. |a,| < 2 ! er und das ist für R > $ schärfer als der 


Bieberbachsche Satz. Das Beweisprinzip ist: Gehört Ah (2) = w zur Klasse, so bildet 
seine Umkehrung j(w) = den Kreis |w| < R schlicht auf ein Teilgebiet von |z2| <1 
ab. Sei nun /(2) eine beliebige normierte schlichte Potenzreihe im Einheitskreis |2| < 1, 


so wird auch die zusammengesetzte Funktion y(u) = = li (Ru)] eine normierte 
schlichte Funktion im Einheitskreis | u| < 1. Nun kann man die bekannten Tatsachen 
für die Gesamtheit aller y(u) ausnutzen und erhält so für gewisse feste R schärfere 


Aussagen für A (2). Ullrich (Marburg, Lahn). 


Bloeh, Andre: Fonetions meromorphes et surfaces algebriques; develeppement 
taylorien d’une puissance. J. de Math., IX. s. 10, 287—305 (1931). 

Einige vom Verf. früher angegebene Resultate werden bewiesen, andere als falsch 
erkannt. Es wird z. B. gezeigt, daß der Liouville-Weierstraßsche Satz nicht für 
beliebige Funktionspaare zweier Veränderlicher gilt, d.h. es gibt zwei analytische Funk- 
tionen von zwei Variablen, die sich nicht allen Wertepaaren gleichzeitig und mit belie- 
biger Genauigkeit nähern. Früher hat der Verf. die Richtigkeit dieses Satzes, der auf 
Fatou zurückgeht, angezweifelt. Es folgen einige Sätze über die Uniformisierbarkeit 
nichthyperelliptischer Flächen mit Hilfe von meromorphen Funktionen, zum Teil 
ohne Beweis. In diesem Zusammenhang wird auch eine von Enriques betrachtete 
Kurve sechster Ordnung untersucht. Von dem vorhergehenden unabhängig wird eine 
Entwicklung der m-ten Potenz einer Taylorschen Reihe gegeben, und in einem letzten 
Abschnitt behandelt der Verf. die von F.Nevanlinna und Shimizu verwendete 
Forschungsmethode in der Theorie der meromorphen Funktionen. Die neuen An- 
wendungen, die er vorschlägt, sind Ref. nicht klar geworden. 

Anmerkung: Verf. sagt S. 301, daß die von Shimizu eingeführte Fläche auf der Rie- 
mannschen Kugel sich leicht durch die Koeffizienten der Taylorschen Reihe ausdrückt. 
Eine solche Darstellung ist jedoch nicht bekannt, wäre aber sehr erwünscht. L. Ahlfors. 

Persidskij, K.: Über einige Eigenschaften meromorpher Funktionen. Izv. fiz.-mat. 
Obsc. kazan. Univ., III.s. 4, 89—91 (1931). 

Mit Hilfe des Minimumprinzips wird gezeigt: Ist /(x) auf einem abgeschlossenen 
und beschränkten, aber nicht notwendig einfach zusammenhängenden Bereiche 
meromorph, und dringen zwar die Randwerte der Funktion nicht in eine e-Umgebung 
eines Punktes w ein, wohl aber ein Funktionswert aus dem Innern von 9, so gehört 
schon die volle e-Umgebung von ® zum Wertevorrat von f(x) auf 8. Ullrich. 


Varopoulos, Th.: Sur un th&oreme de M. G. Calugareano. Mathematica (Cluj) 5, 
7—9 (1931). 

Calugareano hat notwendige und hinreichende Bedingungen angegeben, damit 
eine meromorphe Funktion endlichen Geschlechts p, f(x) =z, einen Wert a nur endlich 
oft annehme. Sie haben die Gestalt algebraischer Gleichungen für a, von den Graden 
»+1,p+2,... und enthalten die Koordinaten der Pole und a-Stellen sowie die 
Koeffizienten eines Funktionselements. Verf. ergänzt dies, indem er für ganze Alge- 
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broiden eine verwandte notwendige Bedingung für das Vorhandensein eines endlichen 
Ausnahmewerts a angibt. Ullrich (Marburg, Lahn). 

Fekete, M.: Über den Schottkyschen Satz. (Math. Inst., Univ. Jerusalem.) J. f. 
Math. 165, 217—224 (1931). 

Verf. gibt eine interessante Verallgemeinerung des Schottkyschen Satzes. Er 
betrachtet die Potenzreihe 

ao(R) + a, (2) @(R) + a(R) wo + +Fnl)ald" +, 

wo (x) ein Polynom vom Grade k und die Koeffizienten Polynome von niedrigerem 
Grade sind. Wenn diese Reihe für |o(x)| < R konvergent und ihre Summe F(«) 
daselbst überall von O und 1 verschieden ist und der größte in den Nullpunkten von 
@(x) angenommene Wert von a,() kleiner oder gleich A ist, so gibt es eine nur von 4, 
k und #(<<1) abhängige Größe 8, so daß | F(x)|<=$ für |w(a)|<#R. Allerdings 
muß der Verf. annehmen, daß der Lemniskatenbereich |w(x) |< R aus einem Stück 
besteht, aber er vermutet, daß der Satz auch ohne diese Voraussetzung richtig ist. 
Der Beweis stützt sich direkt auf den gewöhnlichen Satz von Schottky und einige 
Abschätzungen von transfiniten Durchmessern. Zum Schluß wird eine ähnliche Verall- 
gemeinerung des Picard-Landauschen Satzes gegeben. L. Ahlfors (Äbo). 

Valiron, Georges: Sur la derivee des fonetions algebroides. Bull. Soc. math. France 
59, 17-39 (1931). 

Eine siesbroide Funktion f(x)=2 entsteht durch Nullsetzen des erzeugenden Polynoms 
20 (2,2) — 2, 9» (x) 2“, dessen Koeffizienten g.(x) dem Ring der ganzen transzendenten Funk- 


tionen Spore Im 1. Abschnitte wird für die Charakteristik 7'(r, f) eine Darstellung als 
Doppelintegral über das erzeugende Polynom und eine wichtige Beziehung zu den Koeffizienten 


9z(%) gewonnen. Bezeichnet y(x) das max|g.(x)| so gilt 
u, 2 
E 1 
Tr d= un) +00) mit un) = 577] logrte) darge). () 
0 


Zum Beweis wird T durch u nach oben mittels der Doppelintegraldarstellung abgeschätzt; 
eine umgekehrte Abschätzung folgt aus der Darstellung der g.(x) als symmetrische Grund- 
funktion der k-Funktionszweige fz. Diese Ergebnisse verallgemeinern Bemerkungen von 
H.Cartan (beim Fall k =1) und stehen in Zusammenhang mit den Koeffizientensätzen, die 
H.L. Selberg in seiner Arbeit (MZ. 31) gegeben hat. Der 2. Abschnitt bringt einen neuen 
Beweis des Hilfssatzes über die logarithmische Ableitung einer Algebroide, der ja im ele- 
mentaren Aufbau der Theorie an entscheidender Stelle eingreift. Der R.-Nevanlinnasche 
Beweis im meromorphen Fall (k = 1) macht von der Poisson-Jensenschen Formel Gebrauch 
und kann darum nicht unmittelbar auf Algebroiden (k >1) übertragen Pa weil diese Formel 


nur eine Schranke für |}logf.| gibt, während man eine Schranke für Fios |f+| braucht. 


Verf. erzielt nun die Anwendbarkeit der Poisson-Jensenschen Formel Guel einen eleganten 
funktionentheoretischen Gedanken: Die Cauchysche Integralformel) gibt eine Schranke für 

f(@) 

Hall. 
f(x) also keine Null-, Pol- oder Verzweigungsstelle hat. |log f| ist der Betrag einer regulären 
Funktion: Nach einem klassischen Theorem von Carath&odory, das in der Theorie der 
ganzen Funktionen eine;Rolle spielt, kann man den'\Maximalbetrag}einer regulären‘'Funktion 
auf einem Kreise abschätzen durch das Maximum des Realteilbetrages; dies wird hier ‚im 
Kleinen“ ausgenutzt. So wird |logf| auf |log|f|| zurückgespielt; hier kann zerlegt werden 


‚ wenn man eine Schranke für |log f| hat, für alle jene Stellen x, wo log f(x) regulär bleibt, 


4 .- 
llog|fl|=1og|f| + log lg Aus der erzeugenden Gleichung folgt nach Division durch g; (x) 2°! 


mühelos die nung, 


r a + los, 2=1@), 


9.(&) 


r (x = 0,1,..., k) erscheinen: für sie ist 


108|2] <log 


in der rechts nur die meromorphen Funktionen 


k 
die Poisson-Jensensche Formel anwendbar und liefert eine Schranke zunächst als Funktion von 
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A} (r 2), die aber mit Hilfe von (1) durch 7r, f) ausdrückbar ist. Das gleiche geschieht für 


k 


log 2 . Schließlich ergibt sich zusammenfassend eine Abschätzung von 


a 
76) | durch 7(r, f) 


und aus ihr der erwünschte Hilfssatz. Im 3. Abschnitt werden die Charakteristiken von 
Funktion f(x) und Ableitung f(x) untersucht, wobei der schwierige Teil die Abschätzung von 
T (r, f') nach unten ist. Es wird gezeigt, daß es zu jedem 4 >1 eine Zahl 2(9, k) gibt, die natür- 
lich von der Zweigzahl der Algebroide abhängt, so daß für alle hinreichend großen r 
Tr,N)<2W,k)T(dr,f) 
gilt. Hieraus folgt, daß Funktion und Ableitung/stets von gleicher Wachstumsordnung sind 
u.a. m. Im 4. Abschnitt werden Anwendungen auf die Lösungen von Funktionalgleichungen 
gemacht; die Betrachtungen bleiben hier übrigens im Bereich der eindeutigen Funktionen. 
Ullrich (Marburg, Lahn). 

Rogosinskı, Werner: Über den Wertevorrat einer analytischen Funktion. Schr. 
Königsberg. gelehrte Ges., Naturwiss. Ki. 8, 1—31 (1931). 

Das Schwarzsche Lemma wird zu Wertevorratsaussagen systematisch ausgenutzt, 
nach einer Richtung, in der bisher wohl sehr wichtige Sätze vorliegen, eine einheitliche 
Durchführung des gemeinsamen Grundgedankens aber noch fehlt. Während die Me- 
thoden Lindelöfs mehr auf Erzielung oberer Schranken für den Wertevorrat ge- 
richtet sind, wird hier durch Umkehrung eine Reihe von Aussagen erzielt, die auf 
untere Schranken hinauslaufen. Diese Umkehrung liegt darin, daß aus dem Schwarz- 
schen Lemma |p(z2)|< |z| bzw. |p’(e)|<1 die Tatsache benutzt wird: Gilt =, 
so=. Dieser Grundgedanke wird folgerichtig vertieft, durch Erfassung auch höherer 
Ableitungen, und dann vielfach angewendet. — Die betrachteten Funktionen sind im 
Einheitskreis |2| < 1 meromorph (9%) oder regulär (R) und zu fe)=2z+ ... normiert; 
als Bild des Einheitskreises entsteht durch f(z) ein Riemannsches Flächenstück, es 
heiße g. Eine Funktion F(z) heiße Vergleichsfunktion, wenn ihr © frei von alge- 
braischen Windungspunkten (im Kleinen schlicht) ist, und Majorante von f(z), 
wenn g stetig über & hin ausgebreitet werden kann, wobei Relativverzweigungen zu- 
lässig seien; dies bewirkt, daß p(z) = F-!(f(z)) zu R gehört und sogar die Voraus- 
setzungen des Schwarzschen Lemmas erfüllt; dann folgt |/’(0)|=]|F’(0)| und das 
Gleichheitszeichen bei z = 0 bedingt die Identität f(z) = F(z2). Wegen der Normie- 
rung kann also F(z) nie Majorante von f(z) sein, wenn beide Funktionen aus M 
oder beide aus NR stammen und nicht zusammenfallen; d.h. g muß dann irgendwo 
über jedes & hinausreichen. Die Auswertung dieser Bemerkung — für spezielle Ver- 
gleichsgebiete & — gibt schon eine Fülle bekannter und neuer Sätze; zur Beleuchtung 
ihrer Bauart sei ein Beispiel herausgegriffen: Sei f(z) aus R und |f(@2)| < M mit 
M>1; J(9, M) sei die offene Strecke |M — yM? — Mm] <lw|<M, agw=9; 
dann nimmt f(2) auf jeder Strecke J(®, M) für O<=d< 2 Werte an, es sei denn 
auf einer einzigen, ® = %,; in diesem Fall ist f(z) identisch mit der Funktion, welche 
den Einheitskreis auf den längs J(d,, M) eingeschnittenen Kreis |w| < M abbildet. 
Die erzielten Aussagen sind hier die bestmöglichen. — Nach obigem werden Majo- 
ranten nicht mehr unter den normierten Funktionen F(x) gesucht werden dürfen, 
sondern nur unter den 0 F(x) mit o > 1. Eine wesentliche Vertiefung entsteht nun, 
indem auch höhere Ableitungen zur Diskussion der Majorantenbeziehung herangezogen 
werden. Dies gelingt unter Benutzung einer Arbeit von I. Schur, die notwendige 
und hinreichende Bedingungen für das Bestehen der Majorantenbeziehung gibt; sie 
sind mit Hilfe Hermitescher Formen und ihrer Abschnittsdeterminanten ausgedrückt, 
welche aus den Entwicklungskoeffizienten beider Funktionen gebildet sind. Von hier 
aus kann der Anschluß an ein von Carath&odory und Fejer behandeltes Minimax- 
problem gewonnen werden. Eine etwas andere Vertiefung entsteht durch Beachten 
von Nullstellen. — Als Vergleichsgebiete werden benutzt: Kreise, Halbebenen, Winkel- 
räume und Kreisbogenzweiecke, speziell auch ausgeartete, wie Streifen und nullwin- 
kelige Zweiecke und Schlitzbereiche; aber auch nichtschlichte (nur im Kleinen schlichte) 
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"Vergleichsgebiete führen zu wichtigen Sätzen; benutzt man z. B. die unendlich viel- 
 blättrige Umgebung eines logarithmischen Windungspunktes, so folgt der Landausche 
Weltkonstantensatz: Ist /(z) aus A und dem Betrage nach < M, so überdeckt g ganz 
eine feste Kreisscheibe um den Nullpunkt, für deren Radius sich Landaus Abschätzung 
ergibt. Zieht man endlich die Modulfunktion als Vergleichsfunktion heran, so ergeben 
sich verschiedene Sätze, die dem Picard-Landauschen und dem großen Picardschen 
_ Satze nahestehen und sie enthalten; schließlich auch der bekannte Hurwitzsche Vor- 
läufer des Verzerrungssatzes. Ullrich (Marburg, Lahn). 

Nevanlinna, Rolf: Über die Werteverteilung der eindeutigen analytischen Funk- 
tionen. Abh. math. Semin. Hambg Univ. 8, 351—400 (1931). 

Diese Hamburger Vorlesungen stellen das Gedankliche der Untersuchungen über die 
Wertverteilung in den Vordergrund und werden daher jedem eine treffliche Einführung 
bieten, der neu in das Gebiet eindringen will. Auch die heuristischen Betrachtungen, die 
zu den Begriffsbildungen, den Methoden und den Sätzen hinleiten, werden offen dargelegt. 
Knappe Beweisskizzen erhellen blitzartig, was in manchen Arbeiten zunächst als dorniges 
Formelgestrüpp erscheinen könnte, und machen es so übersichtlich, daß der Kenner und 
der Neuling reinen Genuß an der Lektüre haben muß; nicht nur dem zweiten ist vieles neu. — 
Die 1. Vorlesung behandelt den ersten Hauptsatz als integrierte Form des Argument- 
prinzips der Funktionentheorie und beschäftigt sich mit der Deutung der eingeführten Größen 
m, N und T. Hervorgehoben seien die Zusammenhänge der Charakteristik 7’ mit dem 
Flächeninhalt des Bildbereichs, deren Entdeckung hier zu den schönsten neueren Ergebnissen 
zählt. — Die 2. Vorlesung betrifft den zweiten Hauptsatz. Hier findet man vorerst eine 
Skizze des Beweisgedankens für ihn — aus einer 30jährigen Entwicklung auskrystallisiert —, 
die dem Eindringenden die Arbeit sehr erleichtern wird; dann die wichtigsten Folgerungen. Im 
allgemeinen nimmt f(x) in der Umgebung einer wesentlichen Singularität alle Werte z gleich dicht 
an; nur für abzählbar viele Werte z, unterschreitet die z-Stellendichte ihren Normalwert 1 
um eine positive Größe, den Defekt ö(z,). Anderseits wird die Dichte der mehrfachen 
2,-Stellen durch den Index u(2,) gemessen. Eine einprägsame Fassung des Hauptergebnisses 
ist dann die Defektrelation © © 

282.) Ei Zul) =2, 


Während diese Ungleichung für die erste Summe den klassischen Picardschen Satz in sich 
schließt, daß jede meromorphe Funktion höchstens 2 Werte auslassen könne, umfaßt die 
Ungleichung für die 2. Summe ein andres, weniger populäres, aber durchaus ebenbürtiges 
Picardsches Theorem: daß nämlich eine algebraische Kurve vom Geschlecht größer als 1 
nicht mehr durch ein Paar meromorpher Funktionen uniformisiert werden könne. — In der 
3. Vorlesung sind die Riemannschen Flächen der Umkehrfunktionen meromorpher Funk- 
tionen betrachtet, deren Verzweigungseigenschaften durch den 2. Hauptsatz in gewissem 
Sinne beschrieben werden. Dieser Satz kann (ähnlich wie oben der 1. Hauptsatz) als Grenz- 
fall einer integrierten Form der klassischen Verzweigungsformel Riemanns gelten, die Ge- 
schlecht p, Blattzahl k und Verzweigungszahl v einer geschlossenen Riemannschen Fläche 
verknüpft: v = 2k + 2p — 2 (hier für p=0). In hinreichend einfachen Fällen kann dieser 
Umstand durch Konstruktion gewisser transzendenter Funktionen als Grenzfunktionen 
rationaler näher beleuchtet werden. — Die 4. Vorlesung führt uns das jüngste Stück aus der 
Nevanlinnaschen Werkstatt vor. Es wird die Gesamtheit der Funktionen konstruiert, welche 
an endlich vielen vorgegebenen Stellen z,, beliebig rational vorgegebene Defekte d(2,) auf- 
weisen, deren Summe gerade die obere Grenze 2 erreicht. Diese Aufgabe ist äquivalent mit 
der Konstruktion aller einfach zusammenhängenden offenen, unendlich vielblätterigen Rie- 
mannschen Flächen, die über den Stellen z, vorgegebene endliche Zahlen logarithmischer Win- 
dungspunkte besitzen, sonst aber unverzweigt bleiben. Alle möglichen Arten solcher Flächen 
können angegeben werden. Es zeigt sich, daß alle diese Flächen vom parabolischen Typus 
sind (auf die punktierte Ebene abgebildet werden können). Damit ist ein Teil der Speiserschen 
Vermutung wirklich bewiesen, daß Flächen mit höchstens abzählbar vielen logarithmischen 
Enden parabolisch seien. Eine vollständige Darstellung dieser Untersuchungen soll nächstens 
in den Acta mathematica erscheinen. Ullrich (Marburg, Lahn). 


Tschebotar&v, N.: Bemerkung über analytische Iterationen. Izv. fiz.-mat. Obs£. kazan. 
Univ., III.s. 4, 49—50 (1931). 

Ist f(z) eine analytische Funktion, so heißt f(z,t) analytische Iteration von f(z), 
wenn Folgendes gilt: 1./2,0)=2; 2.f(z,1)=f(e2); 3. (fs, t),w = f(s,t-+ u). 
Es wird mit einfachen Hilfsmitteln folgender Satz bewiesen: Damit eine Funktion der 
’ 2rim 
Gestalt /(2)=a2 + a2? + a2? + ---,woaEinheitswurzel, alsoa=e *r ‚(m,n)=1 
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ist, eine analytische Iteration der Gestalt /(z,1) =af(t)2+ a,(t)2?+ --- mit ana- 
lytischen a(t), a,(t) besitzt, ist notwendig und hinreichend, daß die n-te Iteration 
von f(z) die Identität ist. W. Fenchel (Kopenhagen). 

Moisil, Gr. C., et N. Th&odoreseo: Fonetions holomorphes dans l’espace. Mathematica 
(Cluj) 5, 142—159 (1931). 

Im 3-dimensionalen Raume werden für 4 Funktionen p,u,v,w von z,y,2 den 
Gleichungen 5 

U 


0) ow 
er ER ee a 


ow op ou _ yh 
Va er ihrer ee 


die Rolle der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen zugewiesen. Aus ihnen 


folgt ou 07, oW eP 0oW., 
Meet Aw Be (x) 
OW ..öP. eu dv MOL nor 
De wagen de AT an Dee 


also die Harmonizität der Integrale von (*). Erklärt man nun D und D als die- 


jenigen Operatoren, die den Übergang von p,...,w zu P,...,W in (*) bzw. von 


P,...,W zu Ap,..., Aw in (**) vermitteln, so ist DD= 4, ebenso wie in der ge- 
wöhnlichen Funktionentheorie. Die Systeme (p,u,v,w) = y und (P,U,V,W)=W 
werden nun als Halbvektoren bezeichnet und das zugehörigen Kalkül mit 4-reihigen 
Matrizen eingeführt. Für die speziellen Matrizen 


Our re 01.00 ia 
ern oO eo OF TO RO 
a ee 
ae 0:5 AR RE Omen, 
ER Bon Aka Osella 

DE I TR E U Ce SL Aa 
BE Vo 00. ZOO TEE OR 
a (Da I N OT 


wird, wenn ö Fa ae RL 2.30 
Dev YeazuaD ana eler 

gesetzt wird, /= Dy und DV — eAw, so daß man (*) und (**) in der Form 
Y=Dy=0, DY=eAy = 0 schreiben kann. Die Matrizen y,,..., y, genügen 
den Bedingungen 


„psy, (* *) 
- = = = * 
Yyı ty y = NY ty —d; 
und den gleichen Bedingungen nach Vertauschung von y und Y. — Auf dieser 


Basis werden die Analoga folgender Sätze der Funktionentheorie bewiesen: Integral- 
satz und Integralformel von Cauchy, Satz von Morera, ferner Sätze über Randwert- 
probleme. — Schließlich wird in Evidenz gesetzt, daß die Sätze und Beweise auch 
für Räume von mehr als 3 Dimensionen gelten, wenn nur die Relationen (*,*) er- 
füllt sind. Geeignete Matrizen y, y werden jedoch nicht angegeben. 
R. Schmidt (Kiel). 

Süss, Wilhelm: Mehrdimensionale Affinrotationsflächen als projektiv-verwandte 

Reinhardtscher Kreisbereiche. Rend. Circ. mat. Palermo 55, 276—282 (1931). 


Für die dreidimensionalen ‚„Affinrotationsflächen 2. Art“, die durch folgende 


Eigenschaften definiert sind: 


275 


„li. Die Affinnormalen schneiden alle eine feste 2-dim. Ebene #. 
2. Die Breitenkurven (Kurven, deren Affinnormalen durch einen festen Punkt 
von E gehen) schneiden jede einzelne Meridianfläche (Schnitt mit einer 3-dim. 
Ebene durch E) parallel gerichtet,“ 
werden unter Benutzung der Ableitungsgleichungen der affinen Differentialgeometrie 
folgende Sätze nachgewiesen: Die Affinentfernung der Punkte einer Breitenkurve von 
einem festen Punkt von E ist konstant. — Die 2-dim. Tangentialebenen längs einer 
Breitenkurve gehen alle durch einen festen Punkt von E. — Die Breitenkurven sind 
ähnliche und ähnlich gelegene Kegelschnitte, deren Mittelpunkte auf E liegen. Sie 
sind gleichzeitig Darbouxsche Kurven, und die Affinkrümmungsradien sind konstant 
längs einer Breitenkurve. Diejenigen Affinrotationsflächen 2. Art, die zwei Axial- 
ebenen wie E besitzen, sind projektive Abbilder der Ränder gewisser Reinhardtscher 
Kreisbereiche. Kähler (Rom). 


Spezielle Funktionen: 

@e Milne-Thomson, L. M.: Die elliptischen Funktionen von Jacobi. Fünfstellige 
Tafeln, mit Differenzen, von sn u,enu,dn u mit den natürlichen Zahlen als Argu- 
ment, nach Werten von ın (= k?) rangiert, nebst Formeln und Kurven. Berlin: Julius 
Springer 1931. XIV, 69 S. geb. RM. 10.50. 

Obwohl die elliptischen Funktionen nun schon über hundert Jahre zum unent- 
behrlichen Rüstzeug der reinen und angewandten Mathematik gehören, existierte 
bisher noch keine einzige Tafel der Werte der elliptischen Funktionen selbst, sondern 
nur Tafeln der elliptischen Integrale. Diese Lücke auszufüllen versucht das vorliegende 
(übrigens besonders schön ausgestattete) Büchlein. Die Einrichtung seiner Tafeln 
hier genauer zu schildern verbietet Raummangel. So mag die Bemerkung genügen, 
daß das gebotene Zahlenmaterial bei Heranziehung der Additionstheoreme und ver- 
wandter Formeln im Prinzip ausreicht, um für alle reellen oder rein imaginären 
Werte des Legendreschen Moduls und alle beliebigen komplexen Werte der Amplitude 
die Werte der Funktionen sn, en, dn näherungsweise zu berechnen. Beigegeben ist eine 

K’ K 


achtstellige Tafel der Größen K,K’, E, E',q=e "X und 4=e "7 als Funk- 
tionen von m=K%. Bessel-Hagen (Bonn). 

Basoco, Miguel A.: On Appell’s decomposition of a doukly periodie function of 
the third kind. Acta math. (Uppsala) 57, 95—100 (1931). 

Bekanntlich gründet sich die Theorie der elliptischen Funktionen dritter Gattung 
auf meromorphe Funktionen F(z), die den Gleichungen 

Fi +n)= Fl), F(e+ nt = er2miz F(z) 

genügen, wo die ganze Zahl m =# O die Differenz zwischen der Anzahl der Nullpunkte 
und Pole von F(z) im Periodenparallelogramm angibt. Verf. zeigt hier, wie im Falle 
m <<0 die von Appell gegebene Zerlegung der Funktion F (z) in ihre Elemente, die 
bei einfachen Polen a, gemäß der Formel 


a 
Fk) = ZB. Xu; 4,) 


geschieht, wo rn 
Xu(2,a,) = Der nia, genn-1) cot(z — a, — nat), 
n = —oo 
direkt aus der Oauchyschen Integralformel hergeleitet werden kann. M yrberg. 
Sharma, J. L.: On the solution of Lam&’s equation by means of the g-funetion. Bull. 
Caleutta math. Soc. 23, 101—114 (1931). 
Die Lamösche Differentialgleichung lautet bei Einführung der Weierstraßschen 
£-Funktion: 
d?y 
I — (nm +Dplw + B)y=0, (1) 
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wo n eine positive ganze Zahl bedeutet. Bestimmt man den Parameter B derart, 
daß die Gleichung (1) Lösungen von der Form hat: 


Pe); 1P—@ Pulp); A=1,2,3; 
Yo =) — &) Pulp), 1=1,2,3; a=1,2,3; A$ u; 
%"-a)P-@)@— %) Pr); 
und P„(p) ein Polynom vom Grade kin p ist, so erhält man die 4 Klassen der Lame&- 
schen Funktionen erster Art vom Grade n; n ist gleich 2bzw.2k+1,2k+2,2k-+3, 
je nachdem die erste, zweite, dritte oder vierte Klasse vorliegt. In der vorliegenden 
Arbeit werden die Koeffizienten der Polynome P,„(p), die für die Werte bis n=12 
von Halphen u.a. schon berechnet sind, allgemein bestimmt; die Rechnungen sind 
analog denen von Lam& und Heine. Volk (Würzburg). 
Bailey, W. N.: Some series and integrals involving associated Legendre funetions. II. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 27, 381—386 (1931). 
Verf. sucht weiter nach einer Integralformel für Produkte von assoziierten Legendre- 


schen Funktionen, die der Batemanschen Formel restlos entspricht. Er kommt zu dem _ 


Schluß, daß es ein genaues Analogon wahrscheinlich nicht gibt, findet aber weitere 
Verallgemeinerungen der Formeln, die er im ersten Teil der Arbeit (vgl. dies. Zbl. 1, 
396) ableitete. H. Jordan (Rom). 
Varma, Rama Shankar: On Mathieu funetions. J. indian math. Soc. 19,49—53 (1931). 
Gebrauch machend von zwei Rekursionsformeln, die E. T. Whittaker für 
Mathieusche Funktionen abgeleitet hat, behandelt Verf. Integrale von der Form 
[t@)- ce„@®)-ce,.@P)-de, 
wobei in nach Whittaker üblicher Weise ce, eine gerade Mathieusche Funktion 
m-ter Ordnung darstellt und ® sowie  differenzierbare Funktionen von x sind. 
M.J.O. Strutt (Eindhoven). 
Varma, Rama Shankar: An integral involving the elliptie eylinder funetion. Philo- 
sophic. Mag., VII. s. 12, Suppl.-Nr, 280—282 (1931). 


Es ist: 7 hr 
€ IT 
— , —de= — — E|—— 
ee 
0 
falls #(x, g) eine gerade Lösung der Mathieuschen Differentialgleichung, ist, die zu dem 
Wertepaar g, A gehört. Eine ähnliche Formel gilt für ungerade Lösungen. H. Jordan. 

Webb, J. H.: A relationship in spherical harmonies. Bull. amer. math. Soc. 37, 
603—607 (1931). 

Die Koordinaten eines Punktes in bezug auf zwei kartesische Koordinatensysteme 
mit den Ursprüngen O0 und O,, mit gemeinsamen, aber entgegengesetzt durchlaufenen 
Achsen x und =, seien x, y,2 und &,, %, 21. Polarkoordinaten seien durch 

w=ocod=ou, 2% = 0,6080, = Qıllı; 

y= osinOsinp, Yı = 0, Sind, sing, , 

z = osindcosp, 2, = 0, Sin, 6089, 
eingeführt. Zwischen den harmonischen Funktionen der Kugel besteht ein Zusammen- 
hang von der Form 


Dho-e+oy, (1,91) = = IrmloY- (u, 9), 
0 


der zuerst von B. Datta erkannt wurde. zu beweist die Formel 


nee in er 
ae — Im —EyE u ae Ohm-n hr ou" 01 


und gibt anschließend einen Beweis des Satzes von B.Datta. Knoll (Wien). 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung, Versicherungsmathematik : 


© Mises, Richard v.: Vorlesungen aus dem Gebiete der angewandten Mathematik. 
Bd. 1. Wahrscheinliehkeitsreehnung und ihre Anwendung in der Statistik und theore- 
tischen Physik. Leipzig u. Wien: Franz Deuticke 1931. X, 574 8. u. 90 Abb. RM. 30.—. 


Das Buch hat nach dem Vorwort des Verf. 2 verschiedene Zwecke: einen wissenschaft- 
lichen — eine vollständige Darstellung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Grund der Theorie 
der Kollektive (diese Darstellung soll „nicht nur die Möglichkeit, sondern auch die Notwendig- 
keit der veränderten Grundauffassung‘ nachweisen) und zweitens einen pädagogischen, d.h. 
als Lehrbuch zu dienen. Im letzten Paragraphen des Buches findet man überdies eine längere 
interessante Untersuchung des Verf. über die Ergodenhypothese. Für die Grundlagenauf- 
fassung des Verf. ist der erste Abschnitt (‚Die Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
$ 1. Das Kollektiv und die Wahrscheinlichkeit, $ 2. Die Verteilungen, $ 3. Die Grundopera- 
tionen“) der wesentlichste. Der Kollektivbegriff ist hier gründlich erklärt als eine eigenartige 
Idealisierung des empirischen Begriffs der Massenerscheinung. Auf die Möglichkeit einer 
rein mathematischen axiomatischen Behandlung dieses Begriffes [vgl. Karl Dörge, Math. 
Zeitschr. 3%, 232—258 (1930)] wird dabei nur hingewiesen. Nach der Postulierung der Grund- 
eigenschaften des Kollektivs sind die Wahrscheinlichkeiten als die Grenzwerte der relativen 
Häufigkeiten definiert. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten sind nur bei der positiven Wahr- 
scheinlichkeit der Bedingung definiert ($ 3,3, S. 86), obwohl man sie weiter auch im Falle 
der Wahrscheinlichkeit Null der Bedingung braucht (z.B. $6,1, S. 152). Eine andere Un- 
vollständigkeit der Darstellung besteht darin, daß man eigentlich die Existenz der Wahr- 
scheinlichkeiten für alle Untermengen der Merkmalmenge des Kollektivs — wie es ausdrück- 
lich in der Definition des Kollektivs steht — nicht verlangen kann. Dieser Umstand wird 
übrigens vom Verf. selbst erwähnt ($1, 3, S. 17). Als Lehrbuch ist das Buch außerordentlich 
vollständig, obwohl einige mathematische Überlegungen dem Leser auch in Fällen überlassen 
werden, wo ihre strenge Durchführung nicht selbstverständlich sein dürfte (z. B. der Beweis 
der Formel (22) auf S. 97). $ 2 enthält die Theorie der arithmetischen und geometrischen 
Verteilungen mit dem Hinweis auf die Möglichkeit, die allgemeinen Verteilungen mit Hilfe 
Stieljesscher Integrale zu untersuchen. Dabei werden auch die mehrdimensionalen Vertei- 
lungen (insbesondere die mehrdimensionalen Gaussschen) ausführlich dargestellt. In den 
$$3 und 4 werden mehrere spezielle elementare Probleme gelöst (Bertrandsches Paradoxon, 
das Nadelproblem, verschiedene Glückspielaufgaben, einiges aus der Mendelschen Vererbungs- 
theorie, die Bayessche Regel und ihre Anwendung). Der zweite Abschnitt ($$ 5—8) ist den 
Grenzwertsätzen der Wahrscheinlichkeitsreehnung gewidmet. Diese Grenzwertsätze sind in 
2 Reihen geordnet (vgl. die Tabelle auf S. 198). Die erste Reihe beginnt mit dem Bernoullischen 
Theorem und führt zum ersten Fundamentalsatz als dessen letzter Verallgemeinerung ($ 8, 7, 
S. 224). Dieser Satz war zuerst von Liapounoff 1900 bewiesen (nur für arithmetische Ver- 
teilungen, aber unter viel weniger einschränkenden Bedingungen für die Streuungen und 
die dritten Momente). Die zweite Reihe beginnt mit dem Bayessschen Theorem (auch um- 
gekehrtes Bernoullisches Theorem genannt). Als eine Verallgemeinerung dieses Theorems er- 
hält man den zweiten Fundamentalsatz: „Hat die n-malige Beobachtung eines Kollektivs 
n Resultate ergeben, die den Durchschnitt x und das mittlere Abweichungsquadrat o? auf- 
weisen, so ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dafür, daß der Erwartungswert der Verteilung 
bei x liest, für hinreichend großes n, gleichgültig wie die Anfangswahrscheinlichkeit beschaffen 
ist, durch das, Gausssche Gesetz mit dem Mittelwert « und der Streuung 0°: n gegeben.“ 
Im 89 (‚Beschreibende Statistik“) sind verschiedene Methoden zusammengefaßt, welche zur 
Beschreibung der Verteilungen dienen. Hier findet man die Sätze des Momentenproblems, 
die Theorie der Brunsschen und Charlierschen Reihen und der Pearsonschen Verteilungs- 
kurven. Im $ 10 (‚Theoretische Statistik“) hat man eine kritische Darstellung der Lexischen 
Dispersionstheorie und verschiedener Methoden zum Vergleich einer Beobachtungsreihe mit 
gegebener Verteilung (y2- und »2-Verfahren). $ 11 enthält die Korrelationstheorie und $12 
die Fehler- und die Ausgleichstheorie. Der vierte Abschnitt ($ 13—16) ist der physikalischen 
Statistik gewidmet. Im $ 13 sind die mathematischen Grundlagen der Boltzmannschen Gas- 
theorie sowie der Planckschen Strahlungstheorie, der Quantentheorie der Gase und der Bose- 
Einstein-Fermischen Statistik dargestellt. Im $ 14 findet man die Theorie der Schwankungs- 
erscheinungen. Die im $ 15 enthaltene Theorie der Brownschen Bewegung und Diffusion ent- 
hält auch allgemeintheoretische Momente, da dort nach Smoluchowski die Differential- 
gleichungen für die stetig mit der Zeit sich ändernden Wahrscheinlichkeiten eingeführt sind, 
welche auch in mehreren anderen Problemen angewandt werden können. Im Anfang des 
$16 findet man eine kritisch-geschichtliche Darstellung der Ergodentheorie. Weiter unter- 
sucht der Verf. ein System mit endlicher Anzahl von möglichen Zuständen und eine bestimmte 
Matrix der Übergangswahrscheinlichkeiten. Hier sind die hinreichenden und notwendigen 
Bedingungen für die Existenz der einzigen stationären Limesverteilung festgestellt (einige 
hinreichende Bedingungen dafür wurden früher von Hostinsky und Hadamard erhalten). 
Überdies sind für den allgemeinen Fall (mit beliebigen Übergangswahrscheinlichkeiten) alle 
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anderen Möglichkeiten vollständig untersucht. Im Falle der einzigen stationären Verteilung 
unter einer noch hinzukommenden Symmetriebedingung beweist man, daß bei hinreichend 
langer Beobachtungsdauer die relative Verweilzeit des Systems in einem beliebigen Zustands- 
gebiet annähernd proportional der Anzahl der von diesem Zustandsgebiet umfaßten Einzel- 
zustände ist, und zwar mit einer unbeschränkt gegen 1 wachsenden Wahrscheinlichkeit. Diesen 
Satz kann man als richtige Begründung der Ergodentheorie betrachten. Das Buch enthält 
überdies eine große Menge von Übungsaufgaben und zahlreiche numerisch durchgeführte Bei- 


spiele. A. Kolmogoroff (Moskau). 
Rietz, H. L.: Some remarks on mathematieal statisties. Science (N. Y.) 1931 II, 
82—86. 


Der Verf. gibt eine kritische Darstellung der Entwicklung der mathematischen 
Statistik. Es werden kurz die älteren Hauptentwicklungsperioden geschildert — die 
erste wird durch die Veröffentlichung der ‚Theorie Analytique des Probabilites‘ von 
Laplace (1812) abgeschlossen, die zweite beginnt in den Jahren 1890—1900 und wird 
durch Untersuchungen über allgemeine Verteilungsgesetze gekennzeichnet (Charlier, 
Pearson); sodann werden einige neuere Problemstellungen, insbesondere das Korre- 
lationsproblem näher diskutiert. Am Schluß geht der Verf. noch ein auf die Bedeu- 
tung der Statistik für die wissenschaftliche Naturbetrachtung. 

Lüneburg (Göttingen). 

De Finetti, Bruno: Sul coneetto di media. Giorn. Ist. ital. Attuari 2,369—396 (1931). 


Es sei eine Funktion f(x,, &, ..., 2„) von n Veränderlichen vorgegeben; man 
kann für eine beliebige Gruppe der Größen z,, %g, . . ., 2, dieFunktion f(&,, X, - - -, %) 
berechnen, wenn man nur eine Wurzel x der Gleichung 

f®,®, a) = f(41,%, 0) 
kennt. Man sagt nach Chisini, daß x der mit f verbundene Mittelwert der Größen 
%, %gy mist. Wenn [=2, +%+ :-- + ©, Ist, erhält man als x den gewöhn- 


lichen arithmetischen Mittelwert; der Verf. zeigt an mehreren Beispielen, wie bei 
anderen natürlichen Fragestellungen die anderen Arten von Mittelwerten erscheinen. 
Eine spezielle wichtige Klasse bilden die „assoziativen Mittelwerte‘; nach einem Satz 
von Nagumo-Kolmogoroff sind sie notwendig von der Form 


nn a + .. a A29) 13 


Der Verf. zeigt, wie man entscheiden kann, ob eine gegebene Mittelwertfunktion eine 
assoziative ist, und wie man die entsprechende Funktion y berechnen kann. Man zeigt 
weiter (nach Nagumo), daß die „homogenen“ assoziativen Mittelwerte notwendig 
eine der beiden folgenden Formen haben: 


N 


3 
PR Eh 


Alle Resultate gelten auch für die Mittelwerte von beliebigen Verteilungen, man braucht 
nur bei solchen allgemeinen Betrachtungen Stieltjessche Integrale statt finite Summen. 
A. Kolmogoroff (Moskau). 

Teodoriu, Luea: Sur la definition axiomatique de la moyenne. Mathematica (Cluj) 
5, 27—31 (1931). 

Der Mittelwert f(x}, &,...,2%) der n Zahlen &,, 2, ..., &, soll folgenden drei 
Axiomen genügen: I. f(&, + A, %g + Ras: &n + m) = 1%. -, &n) + (hi; Ras...» An); 
II. {ist symmetrisch in bezug auf z,, %,...,%; IH. f(,,...,.2)=x. Dann 
wird bewiesen, daß f(xj, %,..., %,) das arithmetische Mittel der Argumente sein 
muß. Ein erster Beweis postuliert noch die Stetigkeit von f in einem (beliebigen) 
Punkte, läßt aber hierfür die Linearität von / auf Grund von I. allein erkennen, so 
daß II. und III. nur zur Koeffizientenbestimmung dienen. Ihm folgt ein zweiter Be- 
weis, der von jeder Stetigkeitsvoraussetzung frei ist. Khintchine (Moskau). 
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Jacob, Mose: Sullo sviluppo di una funzione di ripartizione in serie di polinomi di 
Hermite. Giorn. Ist. ital. Attuari 2, 356-368 (1931). 

A Für eine im Intervall —oo, +o0o nicht abnehmende Funktion F(x), für 

welche F(—-—x)=0, F(+n)=1 (statistische u beweist Verf. 


den Entwicklungssatz Z{F(e +0) + Fix — 0O)}= De, A H,„(t) e=®/2dt sowie 
=, 
{Fe +0) — F(x — 0)! = limn”: >> c„H, ug #2, wo die c, durch Stieltjesinte- 


n>&© 


grale zu ana sind: @, — Yan. fi H,(x) dF(x), unter der Bedingung für F, 


h 2] 
daß das Integral 28 | existiert Dabei benutzt er das schon von anderen 


Autoren (Rotach, Dies, u 1925) angegebene asymptotische Verhalten der Partial- 
n—1 
summe I H,(y) H,(t)[v! Die Entwicklung konvergiert gleichmäßig in jedem end- 
0 


lichen Stetigkeitsintervall von F. Die Formel für den Sprung ist der Hauptsache nach 
schon in einer früheren Arbeit des Verf. bewiesen (vgl. dies. Zbl. 1, 25). 
F. Zernike (Groningen). 

Mirimanoff, D.: Lois de probabilit@ et polynomes d’Hermite. Commentarii math. 
helvet. 3, 226—243 (1931). 

Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses x; von einer Anzahl 
möglicher Ereignisse z,, %,, ..... sei durch die Größe y; bestimmt. Man kann sich diesen 
Sachverhalt durch eine Massenverteilung längs der z-Achse veranschaulicht denken, 
deren Dichte durch eine Funktion f(x) bestimmt wird, wobei in diesem Falle f(x) für 
& = x; die Werte y, und sonst den Wert Null besitzt. Um Näherungsausdrücke für 
eine solche Funktion f(x) zu erhalten, benutzt man die ersten Glieder der Reihe von 
Hermiteschen Polynomen 


H,„(e), 
=0 


wobei in symbolischer Schreibweise c„ = 1/2"n! H,(u) gilt, d.h.in dem Polynom 
H„(u) für die Potenzen u* das k-te Moment 1, = ai y,; zu setzen ist. (4-Reihen). 


® 
Oder aber man benutzt in entsprechender Weise die Entwicklung einer willkürlichen 
Funktion f(x) nach Hermiteschen Polynomen, für die f(x;) = y; gilt; insbesondere 
lassen sich z. B. bei endlicher Anzahl der x; stückweise konstante Funktionen ver- 
wenden. In der Arbeit werden für diesen Fall die entsprechenden Formeln angegeben 
und angewandt auf das Problem der wiederholten Versuche. Ferner wird der Beweis 
für die von H. Crame&r ohne Beweis angegebene Tatsache geliefert, daß die sich aus der 
Charlierschen A-Reihe (die für = x, nicht konvergiert) ergebende Verteilungsfunktion 


= [100 je Er ae Denk 


eine konvergente Basen beeitz Lüneburg (Göttingen). 

Isserlis, L.: On the moment distributions of moments in the case of samples drawn 
from a limited universe. Proc. roy. Soc. Lond. A 132, 586—604 (1931). 

The paper gives an improved method for the calculation of the first few moments 
of the distributions of the lower sample moments. A limited universe of N-items 
%, %g, ». ., 2y is considered. Samples each consisting of n-items are drawn at random . 
from the universe without replacement. With the origin at the mean of the universe, 
X %, » +, &y are looked upon as the roots of an equation 


N ta? a5 tyatt..=0. 
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Next, the symmetric functions @,, @3, ... of the roots are expressed in terms of mo- 
ments which describe the samples. Then other symmetric functions of particular 
weights are expressed in terms of a,, a,, ... Finally, the moments from the second to 
the eighth of the means about the mean value in sampling and the moments from the 
second to the fourth of the rt moment of a sample about its mean, are given. Rietz. 

Edgett, 6. L.: Frequency distributions with given statistics which are not all 
moments. Metron 9, 25—35 (1931). 

Will man für eine empirische statistische Verteilung eine analytische Darstellung 
gewinnen, so wählt man üblicherweise eine Funktionenklasse mit mehreren freien 
Parametern und bestimmt die letzteren in solcher Weise, daß einige von den wichtigsten 
statistischen Maßzahlen der empirischen Verteilung mit den bezüglichen theoretischen 
Werten zusammenfallen. Als solche Maßzahlen wählt man gewöhnlich die sog. Momente. 
Es gibt indessen auch andere, nicht minder wichtige statistische Maßzahlen, wie z. B. 
die Mode, die Mediane usw., welche nicht direkt durch die Momente ausdrückbar sind. 
Der Verf. gibt Methoden an, die es ermöglichen, in einigen Fällen die freien Parameter 
auch dann zu bestimmen, wenn die Übereinstimmung solcher außergewöhnlicher 
Maßzahlen gefordert wird. Als Ansatz wird erstens .die Pearsonsche Differentialglei- 
chung und zweitens eine von Edgeworth herrührende Parametertransformation des 
normalen Verteilungsgesetzes gewählt. Für die Ausnützung der Bedingungsgleichungen, 
die der Mediane und ähnlichen Maßzahlen entsprechen, werden Näherungsverfahren 
angegeben. Auch einige rechnerische Beispiele sind beigefügt. Khintchine (Moskau). 

Dodd, Edward L.: Classifieation of sizes or measures by frequeney functions. 
(92. ann. meet. of the Amer. Statist. Assoc., Oleveland, 29.—31. XII. 1930.) J. amer. 
statist. Assoc., N. s. 26, Suppl.-H., 227—234 (1931). 

The paper gives first a simple exposition of the meaning of a frequency function. 
Then follows a survey of the main types of such functions. Indeed, a large variety of 
types are discussed, but it is recognized that no general method exists for handling 
all the cases that arise. An especially interesting account is given of the possible use 
of x’ sgnx = | x | x”! in place of x” for curve fitting, where sgn x takes on values — 1, 
0, and +1 according as x is negative, zero, or positive. Finally, some comments of 
theoretic interest are made relating to the statement sometimes made that a frequency 
distribution is determined by its moments. Rietz (Iowa). 

Fröchet, M., and J. Shohat: A proof of the generalized second-limit theorem in 
the theory of probability. Trans. amer. math. Soc. 33, 533—543 (1931). 

Es sei {F„(x)} eine Folge von Verteilungsfunktionen mit gleichmäßig (nach rn) 
begrenzten Momenten aller Ordnungen: 
+00 
[ z’dF,„(x) 


—00 


| mi | == = M®. 


Man kann dann eine solche Unterfolge {F,„,(2)} wählen, daß F,,(x) gegen eine be- 
stimmte Verteilungsfunktion F(x) in allen Stetigkeitspunkten von F(x) konvergiert 
und daß dabei 


+00 
limmf) = m) = [adF) 


ist. Aus diesem allgemeinen Satz (welcher als ein Satz über die Kompaktheit eines 
Funktionalraumes gedeutet werden kann) folgt leicht, daß, wenn lim m’ = m®) ist 
und das Momentenproblem für die Folge {m} eine einzige Lösung F(x) hat, F,„(x) 
gegen F(x) konvergiert. Im einzelnen ist die letzte Behauptung im Falle 


Fi) = —ı [ei da M>1) 
gültig. 2T: (3) A. Kolmogoroff (Moskau). 


—00 
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Mises, R. v.: Über einige Abschätzungen von Erwartungswerten. J. f. Math. 165, 
 184—193 (1931). 

Ist W (8, y,2,...) eine gegebene Verteilungsfunktion, so bezeichnet man das 
über den ganzen unendlichen Raum erstreckte Integral 


raw =&), 
falls es existiert, als den Erwartungswert der Funktion f bezüglich der Verteilung W. 
Es werden Methoden entwickelt, um für &(f) obere und untere Schranken zu gewinnen. 
Zunächst werden unter Benutzung der Schwarzschen ee einfache Beweise 
für eine Reihe bekannter Tatsachen über die Momente M, = &(|x,|) gegeben, wie 
z. B. die Konvexität von log M, als Funktion von v» und den in der Ungleichung 


(v» + DM)» >((u + DM Me, v»>u>0 
zum Ausdruck kommende schärfere Aussage. Noch bessere Abschätzungen ergeben 
sich sodann auf Grund der Ungleichung 


78) 
En<i co), 
fe) 


wobei die g9(x) >0 so bestimmt ist, daß Di 


xg 
und &= i Top re ist, insbesondere für Momente mit negativem Index. Schließ- 
9 


eine konvexe Funktion darstellt 


lich werden die Erwartungswerte &,(f) für gewisse spezielle Folgen von eindimensio- 
nalen Verteilungen V„(x) untersucht, deren Mittelwerte a, = €,(x) mit wachsendem 
n gegen eine Konstante a und deren Streuungen s, — €,(x?) gegen Null konvergieren, 


und die die weitere Eigenschaft haben, daß die Funktionen V,„ (an + = er) mit 


wachsendem n gegen eine gegebene Verteilungsfunktion W(x) konvergieren. Unter 
anderem ergibt sich die I Formel 


&.(N rf(a,) +31 "(). 
Liümneburg (Göttingen). 

Pearson, Egon $.: The test of signifieance for the correlation coeffieient. J. amer. 
statist. Assoc., N. s. 26, 128—134 (1931). 

The paper deals with the distribution of the correlation coefficient r calculated 
from small samples drawn from four types of non-normal distributions. The pairs of 
values are independent. While the four types of non-normal distributions are far from 
normal, they are not so extremely skew but that they may reasonably occur in statistical 
practice. Taken as a whole, the agreement of the experimental distributions of r both 
from samples of 10 and of 20 with that of r from samples of a normal distribution is 
close. The results seem to indicate that the distribution of the correlation coefficient, 
even in very small samples, is remarkably insensitive to moderate changes in the form 
of the population. Rietz (Iowa). 

Martin, F.C., and Diekson H. Leavens: A new grid for fitting a normal probability 
curve to a given frequeney distribution. (Harvard Graduate School of Business Adminv- 
stration, Cambridge [U.S.A.].) J. amer. statist. Assoc., N. s. 26, 178—183 (1931). 

It is stated that ordinary probability paper so ruled that the cumulative normal 
frequency distribution is plotted into a straight line has certain fairly obvious defects 
for the purpose of comparing a given frequency distribution with a normal one. In 
the present paper a new selection of scales is made such that a normal distribution is 
represented by a straight line. This is accomplished by taking logarithms of both 
sides of Bir equation y ya 
thus getting logy = logyı — 4 (zJo)?. 
This relation is linear in log y and in (x/o)?. The appropriate horizontal and vertical 
scales are now constructed in an obvious manner. Rietz (Iowa). 
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Wilson, Edwin B.: Correlation and association. (92. ann. meet. of the Amer. Statist. 
Assoc., Cleveland, 29.—31. XII. 1930.) J. amer. statist. Assoc., N. s. 26, Suppl.-H., 250 
bis 257 (1931). 

Nach einer sich eng an die Yulesche (An Introduction to the Theory of Statistics, 
London 1912) anschließenden Darstellung des Korrelationsbegriffes und des Korre- 
lationskoeffizienten wird ein Versuch gemacht, einen neuen Begriff: ‚‚Reliability coeffi- 
cient‘“ (Zuverlässigkeitskoeffizient), zu bilden. Wenn z. B. zwei Personen die Gewichte 
von N Individuen bestimmen, werden die zwei Beobachtungsreihen große Überein- 
stimmung aufweisen. Handelt es sich aber um eine Examination von N Individuen in 
irgendeinem Lehrfach, werden wahrscheinlich die Beobachtungen zweier Personen 
sehr voneinander abweichen. Die Beobachtungen der Gewichte sind „zuverlässiger“ 
als Beobachtungen von Examensresultaten. Verf. versucht nun Formeln aufzustellen, 
die zur numerischen Bestimmung des Zuverlässigkeitsgrades dienen können. Zuletzt 
hebt der Verf. die Tatsache hervor, daß der ganze Korrelationsbegriff mit dem nor- 
malen Verteilungsgesetz eng verknüft ist, und warnt davor, kritiklos den Begriff anzu- 
wenden auf Gebiete, wo andere Verteilungsgesetze herrschen. Burrau (Kopenhagen). 

Steffensen, J. F.: The geometrieal mean. J. Inst. Actuar. 62, 117—118 (1931). 


Für den altbekannten Satz, daß (a, a,...a,)'"< —— 


ist (a; positiv), 
wird hier ein eleganter, wahrscheinlich nirgends früher veröffentlichter Beweis geliefert. 
Burrau (Kopenhagen). 

Joseph, A. W.: Formulae for approximate valuation. A comparison. J. Inst. 
Actuar. 62, 119—125 (1931). 

Methoden zur genäherten Berechnung der Prämienreserven eines Versicherungsbestandes 
von Lebensversicherungen haben selbstverständlich große praktische Bedeutung. Verf. nimmt 
4 Methoden, von 4 verschiedenen Aktuaren in den Bänden 48—5% des J. Inst. Actuar. ver- 
öffentlicht, vor und legt die innere Übereinstimmung derselben dar.: Auch die praktisch-nume- 
rische Übereinstimmung der Methoden wird durch Zahlenbeispiele erläutert. Burrau. 

Evans, A. W.: On the substitution of a term certain for an age-status, with parti- 
eular reference to an approximate method of caleulating last survivor annuities on three 
or four lives. J. Inst. Actuar. 62, 126—136 (1931). 

Leibrenten (und einmalige Prämien), die von einer größeren Anzahl von Leben als 
zwei abhängig sind, kommen bisweilen vor, jedoch so selten, daß die Vorausberechnung 
im größeren Umfang von Tafeln solcher Größen unpraktisch wäre. Gegebenenfalls muß 
man sich mit Approximationsmethoden begnügen. Verf. entwickelt hier eine solche Me- 
thode, wobei er die Leibrenten auf mehrere Lebendurch Anwendung von gewöhnlichen 
Annuitäten zu verschiedenen Zinsfüßen berechnet. Hierzu gebraucht er Tabulierung 


der Funktion 4 Pal . Es bedeutet hier n die Anzahl der Jahre (Termine), a,] die 


nachschüssige n-jährige Annuität (internationale Bezeichnung) und © der um die Ein- 
heit vermehrte Zinsfuß, 1+r. Die Tafel ist mit 4 Dezimalen berechnet für die ganzen 
Werte von n von 1 bis 100 und für die Zinsfüße zwischen 21/;% bis 6% mit 1/,proz. 
Intervall. Durch Zahlenbeispiele wird die erreichte Genauigkeit geprüft.  Burrau. 


Geometrie. 

Zapan, Gh.: Eine Eigenschaft von drei durch einen Punkt gehenden Geraden, die 
durch eine Transversale geschnitten sind. Gaz. mat. 37, 17—20 (1931) [Rumänisch]. 

Rastrelli, Agostino: Un’ appliecazione di geometria proiettiva. La trisezione di un 
segmento senza ricorrere al teorema di Talete. Boll. Mat. 27, 105—115 (1931). 

Parvu, A.: La generalisation du th&oreme de Ptol&m&e. Bol. mat. 4, 46 (1931). 

Lagally, M.: Grundsätzliches zur Vektorrechnung. Jber. dtsch. Math.-Ver.igg 41, 
94—104 (1931). 

Duschek, A.: Einige Bemerkungen zum vorstehenden Aufsatz Herrn Lagallys. 
Jber. dtsch. Math.-Ver.igg 41, 105—106 (1931). 
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Amicarelli, Maria: La eurva equipotenziale di Cayley. Giorn. Mat. Battaglini, 
III. s. 69, 5-8 (1931). 
Die äquipotentielle Kurve von Cayley (1857) wird in Bipolarkoordinaten definiert 


1 
durch die Gleichung - -- zn =, 


bzw. die Abstände eines beliebigen Punktes der Kurve zu den Polen F und F! des 
Systems. Der Abstand der Pole ist 2a. Die Kurve ist eingehend untersucht worden 
von G, Teixeira (1908). Eine der von ihm gefundenen Eigenschaften wird jetzt von 
der Verf. verallgemeinert. Ihre Ergebnisse sind: 1. Eine Tangente einer Ellipse oder 
einer Hyperbel, deren Brennpunkte F und Fe sind, an die Kurve in den Punkten 


P,«@=1,...,8). Dann ist das Produkt Hu FP, oder u F!P, von der Wahl der Tan- 


in der m, m!, K und a Konstanten sind und r, r! 


gente unabhängig. 2. Ein Kreis mit dem Mittelpunkt F ehnöide die Kurve in den Punk- 


ten P,ß =1,...,8), dann ist die Summe ZrR, konstant; geht der Ups außerdem 
=1 
durch den ARETER der Strecke FF, Ai ist auch das Produkt u FP, konstant. 


Die Richtigkeit der Sätze 2 kann Ref. nicht einsehen. Dina, (Oistaresi 
Strubecker, Karl: Zur sphärischen Raumgeometrie. Mh. f. Math. 38, 275— 2% (1931). 
In Analogie zu den Schraublinien des euklidischen Raumes kann man als Schraub- 
linien eines nichteuklidischen Raumes die Bahnkurven einer eingliedrigen Gruppe von 
Bewegungen dieses Raumes erklären. In der vorliegenden Arbeit behandelt der Verf. 
die sphärischen Schraublinien, nachdem er in einem früher erschienenen Aufsatz 
„Über die Schraublinien des elliptischen Raumes“ [Sitzgsber. Akad. Wiss. Wien, 
Abt. Ila, 139, 421—450 (1930)] analoge Gedankengänge über elliptische Schraublinien 
entwickelt hatte. Insofern als das Bestreben des Verf. auch dahin zielt, die sphärischen 
Schraublinien durch tatsächlich durchgeführte Konstruktionen zu versinnlichen, 
gehört die Arbeit dem Gebiet der höheren darstellenden Geometrie an. Deutet man den 
sphärischen Raum im elliptischen Kugelgebüsch, so erweisen sich die sphärischen 
Schraublinien als Loxodromen auf Dupinschen Ringzykliden, insbesondere auf Kreis- 
ringflächen. Von ganz besonderem Interesse ist das Verfahren der Konstruktion 
algebraischer Schraublinien. Diese werden erhalten, indem man einen Punkt zwei 
bestimmten sphärischen Schiebungen mit rationalem Verhältnis der Schiebungs- 
geschwindigkeiten unterwirft. Ihre nähere Untersuchung beruht auf der konformen 
Abbildung der Kreisringfläche auf ein Rechteck, die als Abwicklung der sphärisch 
ausgemessenen Kreisringfläche auf das euklidisch ausgemessene Rechteck erkannt 
wird. — Ein anderes Verfahren geht davon aus, den sphärischen Raum auf einer Sphäre 
des R, zu deuten und diesen durch das bekannte, dem Grund- und Aufrißverfahren 
nachgebildete Zweibildersystem in einer Zeichenebene abzubilden. Einfach konstruier- 
bare sphärische Schraublinien entstehen dann, indem man die Punkte der Sphäre 
gleichzeitig Drehungen um die beiden Projektionsebenen ausführen läßt, wobei man das 
Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten konstant hält. Erwin Kruppa (Wien). 
Strubecker, Karl: Über kubische Verwandtschaften bei niehteuklidischen Sehraubun- 
gen. Anz. Akad. Wiss. Wien, Math.-naturwiss. Kl. Nr 17, 173—174 (1931). 
Anzeige einer Abhandlung. Man wird auf die zu untersuchenden kubischen Re- 
lationen geführt, wenn man jedem Raumpunkt einerseits die Normalebene, anderer- 
seits die Schmiegebene der hindurchgehenden Schraubenlinie zuordnet. 
Oohn-Vossen (Köln). 
Labrousse, A.: Veeteurs complexes ei cereles orthogonaux ä& une sphere. Parataxie. 
J. de Math., IX.s. 10, 307—334 (1931). 
Die 00% reellen Kreise, die auf einer festen reellen Kugel senkrecht stehen, können 
auf die oo? reellen Geraden des Raumes dadurch eindeutig-umkehrbar abgebildet 
werden, daß man jedem Kreise seine Achse zuordnet. Dabei werden zwei Kreise, die 
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sich (in 2 Punkten) senkrecht schneiden, auf zwei Geraden abgebildet, die sich (im 
Sinne der auf die Kugel bezogenen nichteuklidischen Geometrie) senkrecht schneiden. 
So wird es möglich, Sätze über sich senkrecht schneidende Geraden auf Kreise zu über- 
tragen. Die Fälle einer Kugel mit reellem und einer Kugel mit rein imaginärem Radius 
werden nacheinander behandelt. Im zweiten Falle treten, Cliffordschen Parallelen 
entsprechend, „parataktische“ Kreise auf. Die Abbildung erlaubt es insbesondere, aus 
der Petersen-Morleyschen Konfiguration von 10 Geraden, von denen jede drei 
andere senkrecht schneidet, eine entsprechende Kreiskonfiguration abzuleiten. - Dabei 
dienen als Kreiskoordinaten die Plückerschen Koordinaten der Bildgeraden, welche 
durch eine komplexe Einheit @?=—1, +1, je nachdem ob der Radius der Kugel 
reell oder rein imaginär ist) zu Koordinaten eines Vektors X,, X,, X, zusammengefaßt 
werden, so daß die Bedingung für die Orthogonalität zweier Kreise ihren analytischen 
Ausdruck in einer einzigen Gleichung (Orthogonalitätsbedingung für die entsprechenden 
Vektoren) findet. (Vgl. E. Study, Geometrie der Dynamen. 8. 200ff. Leipzig, 1903.) 
Der Satz von der Existenz der Konfiguration von Petersen-Morley folgt dann be- 
kanntlich unmittelbar aus dem Satze von den polaren Dreiecken. (Hier: ‚un theoreme 
d’algebre“. Vgl.E. Study, a.a. 0.217.) Eine allgemeinere Konfiguration von 


20 Kreisen. E. A. Weiss (Bonn). 
Müller, Richard: Die isogonen Kegel zweiten Grades. Mh. f. Math. 38, 351—356 _ 
(1931). 


Bei den quadratischen Kegeln Ax®+ By? +02?=0 hat schon Reye die in 
metrischer Hinsicht hervortretenden angegeben. Der Verf. fügt dieser Reihe die Kegel 
mit der Bedingungsgleichung AB= (? hinzu und erörtert einige Eigenschaften. 

Eckhart (Wien). 

Kubota, Tadahiko: Über besondere Lagen zweier Tetraeder. Sci. Rep. Töhoku Univ. 
(Math. etc.) 20, 395—398 (1931). 

Befinden sich zwei zugeordnete Tetraeder in der Lage, daß die Lote (im Sinne der 
Euklidischen oder Nichteuklidischen Geometrie) von den Ecken des ersten auf die 
entsprechenden Ebenen des zweiten nur eine gemeinsame Treffgerade zulassen, so 
haben auch die Lote von den Eckpunkten des zweiten auf die entsprechenden Ebenen 
des ersten diese Eigenschaft. [Spezialfall des Satzes Sci. Rep. Töhoku Univ. 19, 
155 (1930).] E. A. Weiss (Bonn). 

Weiss, E. A.: Über Simplexe in Schläflischer Lage. Bul. Soc. Sti. Cluj 5, 488—491 
(1931) u. Mathematica (Cluj) 5, 33—35 (1931). 

Im dreidimensionalen Raume gilt der bekannte Satz: „Befinden sich die Ver- 
bindungslinien entsprechender Ecken zweier zugeordneter Tetraeder in hyperboloi- 
discher Lage, so befinden sich auch die Schnittgeraden entsprechender Ebenen der 
beiden Tetraeder in hyberboloidischer Lage und umgekehrt.“ L. Brusotti hat diesen 
Satz für Räume von beliebig vielen Dimensionen verallgemeinert. In der Note wird 
für den Satz von Brusotti ein einfacher Beweis gegeben. Kommerell (Tübingen). 

Pelosi, Luisa: I teoremi di Apollonio per le quadriche degli iperspazi. Rend. Ist. 
lombardo Sci., II. s. 64, 569—574 (1931). 

F, sei eine Hyperfläche 2. Ordnung im n-dimensionalen euklidischen Raum, 
a, bis a, sei ein System paarweise konjugierter Durchmesser von F,. (@;,.. -, @,) sei 
der Inhalt des von a, bis a, aufgespannten r-dimensionalen Parallelepipeds. Dann 
besagen die verallgemeinerten Sätze des Apollonius: die Zahlen 


N 


n N 
v, >= > I; = Da, a;,)” V; = D>(a;, 77 a)” Se (a}; ER.) 
i=1 i,k=1 ,k,l=1 
haben für alle n-tupel paarweise konjugierter Durchmesser von F, die gleichen Werte. 
Für diese schon von Schläfli erkannte Tatsache wird ein sehr einfacher vektorieller 
Beweis gegeben, der sich auch für Vorlesungszwecke eignet. Cohn-Vossen (Köln). 
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Parker, W. V.: Some theorems on plane eurves. Bull. amer. math. Soc. 87, 557 
bis 560 (1931). 

Es bedeuten g9,(x), D„(z) Polynome n-ten Grades in der Veränderlichen &. Zur 
Bestimmung aller Kurven: y = 9, (2), die eine gegebene Kurve 0: y?=9,(x) überall 
berühren, wo sie sie im Endlichen schneiden, kann man folgendermaßen verfahren. 
Man wähle auf O einen Punkt P(«a ß), mit ö # 0; wenn (@=]1,...,n) die Wurzeln 
der Gleichung 9,(2) = sind, zieht man durch P und durch % der Punkte (e; 0) eine 
Kurve y—= ©,(x); zieht man dann durch P und durch die übrigen n — k der Punkte 
(e; 0) eine Kurve y= ®,_,(x), dann ist y=3[P;(&) + D„_z(2)] eine der gesuchten 


‚Kurven (% =) Einfache analytische Beweise. Ein numerisches Beispiel. 
E.@. Toglatti (Genova). 

Cherubino, Salvatore: Sulle ceurve intuitive sghembe. Giorn. Mat. Battaglini, 
III. s.:69, 13—29 (1931). 

In questa. Nota si stabiliscono proprieta di Geometria finita relative alle curve 
sghembe, estendendo la trattazione svolta precedentemente per le curve piane da 
F. Severi [Le curve intuitive, Rendic. del Circolo di Palermo 54 (1930)]. Data 
una curva sghemba semplice di Jordan, (, se ne considerano i punti interni, gli estremi 
ed i punti terminali, e si definiscono i suoi punti semplici; rispetto a €, inoltre, le rette 
ed i punti dello spazio vengon divisi in interiori, neutri ed esteriori. Si traspor- 
tano quindi alle curve sghembe (con qualche inesattezza) alcune notevoli proposizioni, 
relative alle curve a soli punti semplici aventi in ogni punto tangente variabile con 
continuit&. Una curva sghemba & detta intuitiva, se in ogni punto possiede 
tangente, piano osculatore, flessione e torsione (finite od infinite), ed inoltre non presenta 
infiniti flessi. Un arco di curva & detto elementare, quando in ogni punto possiede 
tangente, piano osculatore, flessione e torsione, ammette una rappresentazione para- 
metrica regolare in cui il parametro € una delle tre coordinate, ed infine & privo di 
flessi all’interno. Un arco elementare non puö venir segato in piü ditre punti da nessun 
piano dello spazio, e non puö ammettere tre tangenti parallele ad uno stesso piano ne 
una tangente parallela ad un piano osculatore. Siccome ogni curva intuitiva si 
puö comporre con un numero finito di archi elementari, da quanto pre- 
cede si deduce che ogni curva sghemba intuitiva possiede sempre ordine, 
classe e rango finiti. Beniamino Segre (Roma). 

Williams, A. R.: A rational quintie surface having no double eurve. Bull. amer. 
math. Soc. 37, 615624 (1931). 

Untersuchung einer rationalen F® mit einem Doppel- und einem dreifachen Punkte, 
mit Hilfe der ebenen Abbildung. Die Fläche und ihre ebene Abbildung werden von einer 
bekannten rationalen F® mit 3 koplanaren Doppelgeraden und einer dreifachen Geraden, 
mit einer quadratischen Raumtransformation hergeleitet. Die F5 ist nicht neu; sie ist 
schon nicht nur von Montesano studiert worden, wie der Verf. sagt, sondern findet 
sich auch in der Abhandlung von A. Pensa (Ann. di Matem. (3) 6, 249—287 (1901), 
Typus I, IIL,). E.@. Togliatti (Genova). 

Rangachariar, V.: Some generalisations of the properties of the generators of a 
ruled surface. Bull. Calcutta math. Soc. 23, 77—84 (1931). 

L’auteur generalise la propriete connue de la surface regl&e: la courbure totale 
de la surface le long d’une generatrice rectiligne est proportionnelle & l’inverse de la 
quatrieme puissance de la distance entre deux generatrices voisines. En rapportant 
une surface quelconque aux asymptotiques d’une famille (v = const) et & leurs tra- 
jectoires orthogonales (u = const) il donne les &quations de Codazzi sous la forme 


2 (eY-K)=6I%, £(BY=K)=YB%5,(0). (W) 


Dans la premiere &quation (1) la differentiation est faite le long de l’asymptotique 
v = const dont la courbure est designee par k; J et K sont la courbure moyenne et 
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la courbure totale de la surface et ds? = Edu? + @ dv? — son el&ment lineaire. La 
premiere formule (1) montre que la propriete en question appartient non seulement 


aux surfaces gauches (k = 0) mais aussi aux surfaces minima (J = 0). Citons encore 
la forme suivante de la m&me &quation de Codazzi 


2 VB) = JE + 21 Ry 


oü y est la courbure geodesique de la trajectoire orthogonale. Finikoff (Moskau). 

Srinivasiengar, €. N.: On a partieular type of serolls. J. indian math. Soc. 19, 
44—48 (1931). 

Verf. betrachtet die Regelfläche n-ter Ordnung mit einer (n — 1)-fachen Geraden. 
Wenn diese Gerade mit der z-Achse zusammenfällt, ist die Gleichung der Fläche 
Zu = %-ı +Wn. Hier sind W,_], %-ı; %n homogene Funktionen von © und %, 
deren Ordnungen gleich den Indizes sind. Verf. beweist die folgenden Sätze: 1. Die 
Punkte, worin die torsalen’Erzeugenden der mehrfachen Geraden begegnen, sind Kuspidal- 
punkte, und die Zahl beider ist 2(n — 2). 2. Der Abstand eines festen Punktes auf 
der mehrfachen Geraden von ihrem Schnittpunkte mit einer Erzeugenden ist ein Maxi- 
mum oder ein Minimum für die torsalen Erzeugenden. 3. Die Fläche besitzt n Er- 
zeugende, welche gegenseitig parallel sind. 4. Die Gleichungen des zweiten Systems 
der asymptotischen Kurven können in endlicher Form geschrieben werden. 5. Die 
Hessesche Fläche besteht aus den 2 (n — 2) Ebenen, deren jede die mehrfache Gerade 
und eine torsale Erzeugende enthält, jede Ebene zweimal gezählt. 6. Es gibt auf 
jeder torsalen Erzeugenden einen bestimmten Punkt, dessen Indikatrix eine ebene 
kubische Kurve ist. Wenn eine Regelfläche zwei Leitgeraden besitzt, muß jede eine 
Doppelgerade sein, oder die Fläche besitzt keine torsale Erzeugenden. Die Zahl der 
torsalen Erzeugenden, Kuspidalpunkte usw. ändert sich, wenn die Gleichung spe- 
zialisiert wird. Verf. gibt eine Einteilung der Flächen n-ter Ordnung mit einer (n — 1)- 
fachen Geraden: I. Es gibt keine Tangentialebene in allen Punkten der mehrfachen 
Geraden. II. Es gibt eine derartige Ebene usw. Auch können zwei oder mehr dieser 
Ebenen zusammenfallen. Diese Einteilung wird angewendet auf die biquadratische 
Regelfläche mit einer dreifachen Geraden, und für jede Art werden die Zahlen der 
torsalen Erzeugenden, der Kuspidalpunkte und der parallelen Erzeugenden gegeben. 

@. Schaake (Groningen). 

Freidank, Kurt: Die Verbiegung der konisch-zylindrischen Flächen. Mitt. math. 
Semin. Gießen H. 19, 1—23 (1931). 

Eine konisch-zylindrische Fläche ist durch die Existenz eines konjugierten Netzes 
von der Art ausgezeichnet, daß die Tangentialebenen längs jeder Netzkurve der einen 
Schar einen Zylinder, und längs jeder Netzkurve der anderen Schar einen Kegel ein- 
hüllen. In Vervollständigung früherer Untersuchungen anderer Verff. werden iso- 
metrische Flächenpaare dieser Art aufgestellt, bei denen die k.-z. Netze beider Flächen 
einander entsprechen. Cohn-Vossen (Köln). 

Rimini, €C.: Sulla flessione delle superfieie. Atti Accad. naz. Lincei, VI.s. 13, 
725—731 (1931). 

1. Se Pe P, sono due punti corrispondenti di due superficie 8 e S, fra loro appli- 
cabili, viene definito nello spazio ambiente una isomeria ß. Si dimostra (Cfr. anche, 
dello stesso A, una nota nel »Bollettino della Unione Matematica Italiana«, 10, n° 3) 
che 8-!dß & assiale e per due differenziali indipendenti d e ö si hanno le relazioni 
fondamentali Be 8B=P-va. () 
I due vettori we v (che si dimostra essere tangenziali), sono gli assi delle due assiali 
ß-!dßeß-"6ß relative agli spostamenti dPeöP-E’u-+ mv l’asse relativo allo 
spostamento dP + möP; esiste dunque una omografia & (omografia della data 
flessione), operante nel piano tangente a 8 e funzione di P, tale che 

u=0dP, v=ißor. (2) 
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2. Teor. Condizione necessaria perche una omografia &, funzione di un punto P varia- 
bile su una data S, sia omografia di una particolare £flessione di 8, & che i due invarianti 
I,&e 1,& verifichino le due condizioni 

öPıdP-1,« =d(aöP) —öladP) ILa=0. (A) 
Teor. Data una omografia & sodisfacente su una data 8 alle (A), esiste una sola super- 
ficie 8, (perfettamente determinata a meno di spostamenti rigidi), applicabile ad 8, 
in guisa che & sia la relativa omografia di flessione. 3. Teor. Se in qualche punto di 
S& I, = 0, la omografia & & degenere; dovunque questo succede, ivi la sua direzione 
nulla & tangente a una asintotica della superficie 8. Teor. Se /,& & sempre nulla, le 
due superficie applicabili sono delle rigate e la flessione supposta ha luogo con conser- 
vazione di rette. 4. Dalla prima delle (A) si puö dedurre 

RS =0. 
Per l’integrabilitä superficiale di xdP, cio& per l’esistenza di un vettore tangenziale w 
funzione di P, tale che d,w = &d PP, occorre che sıa nulla la curvatura totale. 
Giuseppe Alvprandı (Padova). 

Grove, V. 6.: The transformation € of nets in hyperspace. Trans. amer. math. Soc. 
33, 733741 (1931). 

Der Begriff der C-Verwandtschaft zweier Netze (Ü-Netze) im dreidimensionalen 
projektiven Raum, der vom Verf. in früheren Arbeiten untersucht worden ist, wird 
auf n-dimensionale Räume übertragen. Es werden notwendige und hinreichende Be- 
dingungen dafür abgeleitet, daß nichtkonjugierte Netze C-Netze sind. Dabei ergibt 
sich: a) wenn x°(w, v) die Fläche S, bedeutet, auf der das erste Netz liegt, y'(u, v) die 
Fläche S,, auf der das zweite Netz liegt, so muß der Koeffizient M von y im Ausdruck 
für x,, verschwinden. b) Es muß ein Paar von Differentialgleichungen 3. Ordnung 
für &,u» und &,,,» (und entsprechend für die y) bestehen. (Gl.18 der Arbeit.) Die 
Ergebnisse stehen im Zusammenhang mit einem Resultat von Bompiani, welches 
die C-Netze kennzeichnet. H. Schatz (Innsbruck). 

Delens, Paul: Geometrie projecetive des eongruences de eourbes. ©. r. Acad. Sci. 
Paris 193, 383—385 (1931). 

Eine Kurvenkongruenz (A,, t) [A, laufender Punkt, t Tangente an die Kurve der 
Kongruenz in A,] des dreidimensionalen proj. Raumes wird mit der Cartanschen Me- 
thode des beweglichen Bezugssystems A, A, Az A; untersucht. Die Normalisation 
des Bezugssystems gibt ein vollständiges System projektiver Invarianten der (als 
allgemein vorausgesetzten) Kongruenz. Die einfachste Invariante ist eine quadratische 
Differentialform —#[dt:dt], der der Malussche Kegel u@ sowie ein korrelativ de- 
finierter Kegelschnitt M® entspricht. Mit Hilfe von u‘® und M® wird dann der andere 
Eckpunkt A, des normalen Bezugssystems auf t= [A, 4,] sowie die einfachste skalare 
Invariante a geometrisch gedeutet. Weitere geometrische Deutungen ergeben sich dann 
mit Hilfe des Geradenkomplexes t sowie der Kongruenz [A,, !). Öech (Brno). 

Pantazi, A.: Sur la deformation le long de trajeetoires orthogonales. Mathematica 
(Cluj) 5, 59—64 (1931). 

Beweis der Sätze: Die orthogonalen Trajektorien einer Schar geodätischer (bzw. 
sphärischer oder Minimal-)Y„_, des Riemannschen V,„ bilden die V„_, aufeinander 
längentreu (bzw. konform oder unter Erhaltung der n — 1-dimensionalen Volumina) 
aufeinander ab, und ihrer Umkehrungen, z. B.: Bilden die orthogonalen Trajektorien 
einer V„_,-Schar die V„_,ı aufeinander längentreu ab, so besteht die Schar aus lauter 
geodätischen V„_ı. Eine V„_, heißt dabei sphärisch, wenn sie in jedem Punkt gleiche 
Hauptkrümmungen hat. A. Duschek (Wien). 

Moisil, Gr. C.: Sur les varietes totalement geodösiques d’un espace de Riemann. 
Mathematica (Cluj) 5, 10—26 (1931). 

Die Arbeit enthält eine Reihe von Sätzen über geodätische V, im V„. Alle diese 
Sätze werden im wesentlichen daraus hergeleitet, daß eine Kurve (' Extremale eines 
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Variationsproblems J = f f(x, x’) dt ist, wenn für jede transversale Deformation von C 
(3% öa = 0 längs c) öJ=0 ist. Analoges gilt für mehrdimensionale Variationspro- 


bleme, woraus z. B. für den Riemannschen V,, folgt: Bleiben bei den orthogonalen Defor- 
mationen einer V, die »-dimensionalen Volumina erhalten, so ist die V, eine Minimal-V,, 
ein Satz, der für r—=n— 1 von Bompiani bewiesen wurde. Zum Schluß wird ge- 
zeigt, daß die einzigen Transformationen eines Riemannschen V,„, bei denen die r-dimen- 
sionalen Volumina erhalten bleiben, Isometrien sind, sowie daß jede V,„, des Riemann- 
schen V„, deren sämtliche Minimal-VY,(r <m<n) auch Minimal-V, des V, sind, 
eine geodätische V„, des V,„ ist. A. Duschek (Wien). 

Bortolotti, Enea: Sulle varietä subordinate. Rend. Ist. lombardo Sci., II. s. 64, 
441—463 (1931). 

Vorbemerkung des Referenten: In einer A„ (= X, mit einer Konnexion I”) 
sei eine A, (= X, mit der induzierten Konnexion A/,,m <n) mit dem Einheits- 
affınor B}, und die zugehörige „pseudonormale“ nichtholonome X" mit dem Einheits- 
affinor O7 gegeben. So wie sich aus V/, w, = By BF V „wg für einen beliebigen Vektor 
wı = B} w. die Koeffizienten A}}, ableiten lassen, so lassen sich in derselben Weise aus 
Vi m=0C#BEV „pgfür einen beliebigen Vektor 0? p, die Koeffizienten 477, berechnen, 
deren Inbegriff wir mit dem Autor als ‚‚induzierte‘‘ Konnexion in X% "bezeichnen. Sind 
I} resp. I. andere derartige Konnexionen, so müssen 77, = Au — 171, Tin = Au 
— I“. Affinoren sein, von denen 7’ mit den Indizes v, A in X%""”, dagegen T’ ganz 
und 7’ mit dem Index u in X, liegen. — In der Arbeit wird der verallgemeinerte La- 
grangesche Operator D,, studiert, der auf beliebige Affinoren V7 = B} Vz, W, = (/W; 
folgendermaßen wirkt: 


DW = BBEV,E +VT, DW =Bi0/V,W + WLTE. (1) 
Insbesondere sind also die Affinoren 

2a = DB=Ha+T., Bu=DG=--LDi+D, (2) 

eine direkte Verallgemeinerung der Schoutenschen Größen HZ, L (Schouten ‚Der 


Ricci-Kalkül“, J. Springer, Berlin 1924, 158). Aus (2) folgt die n. u.h. Bedingung, 
damit I” und /"’ induzierte Konnexionen werden 
Gen. 202 0.2. 003 

Aus (1) folgt laut (2) durch kovariante Rechnung 

2Dyo2n = Raus — Ba Bu Bi Rap, + 280,021,” 

2DiwDy1 = Bau — Bo Bu Oh Rap, + 2804 Das, 
so daß die Addierung diesen Gleichungen eine Zerlegung von B. Bf Rygı angibt, 
(welche im Falle 7’ = T’’—=0 mit der von mir angegebenen übereinstimmt [Hlavaty, 
„Contribution au calcul differentiel absolu“ (Vestnik Kräl. Cesk& Spol. Nauk. 1926, 
2, 1—12)] und) welche zugleich die Fundamentalgleichungen von Gauss, Codazzi 
und Kühne liefert. Nachher wird der Affinor Hyz 2. = — 0% D & studiert und 
der Zusammenhang mit den bekannten Normierungsbedingungen gefunden. Diese 
Resultate werden einerseits auf metrische Konnexionen, andererseits auf die — gegen- 
über speziellen bahntreuen Transformationen invarianten — Konnexionen angewendet. 
Außerdem werden n.u.h. Bedingungen gefunden, um aus den gegebenen Daten /', 
I", I",Q2,® eine X, mit I”, und die „pseudonormale“ X?” mit I”’ konstruieren zu 
können. So wie immer bei diesem Autor, finden sich auch hier reiche Literaturangaben. 
Es soll ausdrücklich bemerkt werden, daß sich der Autor einer anderen Methode und 
Symbolik bedient, als hier angeführt ist. Wir mußten auf die treue Wiedergabe seines 
Verfahrens wegen des Platzmangels verzichten. Hlavaty (Prag). 


(3) 


eu Roc = DS BONO, Rear sind die Krümmungsgrößen von I‘, I”, I”, 
87. ist die Torsionsgröße von I”. 
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Nalli, Pia: Trasporti rigidi e relativitä. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 837 —842 

(1931). HL 
# Die in dies. Zbl. 2, 157 besprochene metrische Konnexion von Frl. Pia Nalli ist 
eine Konnexion mit Fernparallelismus wenn 


2 2 u & v & v 

0 - Br = Rosi: "> Vokin Ir Le ein AR = L.iel.ao: (1) 

Dagegen hat diese Konnexion eine Torsion mit dem Torsionsaffinor 
Tau = Tja: 
2T am = Arie: Pu Ar = Tran; 
GV Ara Ai Aircn 
so läßt sich der Affinor @ folgendermaßen ausdrücken: 
o 0 0 ...y 
Gun = Kurt Var + Qu ee 


Dabei sind Q,. = Qu, und V;„ = —V., Summen von Komitanten von 


0 0 
Tryas Vak: „und V uor. 


Setzt man 


Die Gleichungen ) n, 
GG =, Fa=ay a0 (2) 
charakterisieren aber die neue Relativitätstheorie. (A. Einstein: Auf die Riemann- 
Metrik und den Fernparallelismus gegründete einheitliche Feldtheorie ‚‚Math. Annalen“, 
102, 685—697.) Somit läßt sich diese mittels 


— Ku. = QAs (8) 
charakterisieren, wenn T,, so gewählt ist, daß außer (1) noch 
Vi=% Fu, =V0 
erfüllt sind. Die ursprüngliche Relativitätstheorie läßt sich dagegen durch (3) mit der 
Nebenbedingung T!,, —0 charakterisieren. Hlavaty (Prag). 


Topologie : 

Robinson, Selby: Spaces satisfying the first enumerability axiom. Bull. amer. math. 
Soc. 87, 625—630 (1931). 

A Taide d’une serie de relations connues entre plusieurs espaces abstraits, resp. 
entre leurs diverses proprietes (Frechet, Riesz, Wiener, Hausdorff, Chitten- 
den, Sierpinski etc.), P’auteur &tablit quelques implications et &quivalences qui 
sont nouvelles. En particulier: pour qu’un espace soit un espace V,, il faut et il suffit 
qu’il remplisse & la fois les trois premieres conditions de Riesz et le premier Abzähl- 
barkeitsaxiom de Hausdorff. L’auteur d&montre ensuite l’Equivalence dans tout 
espace V,, des trois proprietes suivantes: I. la quatrieme condition de Riesz, II. la 
proprietes D de Hausdorff et III. celle d’&tre un espace Z de Fr&chet, dont en par- 
tieulier les implications T>II et III> II n’ont pas &te connues sans restrictions 
supplementaires. Il signale aussi une interessante condition suffisante pour qu’un 
espace remplisse le premier Abzählbarkeitsaxiom. L’article contient un exemple 
d’un espace V qui n’est pas un espace Z (contrairement & une affirmation de Frechet 
et malgre la presence d’une autre propriete qu’il estimait suffisante), puis la correction 
d’une erreur de Putnam [Bull. amer. math. Soc. 86, 653 (1930)] et enfin un exemple, 
construit sur une circonference, d’un espace de Hausdorff bicompact, separable et 
completement normal qui satisfait au premier Abzählbarkeitsaxiom, sans en 
remplir le second. B. Knaster (Varsovie). 

Menger, Karl: Remarks concerning the paper of W.L. Ayres on the regular points of 
a econtinuum. (Rice Inst., Houston, Texas.) Trans. amer. math. Soc. 33, 663—667 (1931). 

Eine Menge M hat in einem ihrer Punkte p die Ordnung n, wenn n die kleinste 
Zahl ist, so daß p in beliebig kleinen Umgebungen mit n-punktigen Relativbegren- 
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zungen liegt. C sei ein Kontinuum, 0? die Menge aller Punkte, in denen C die Ordnung 2 
hat, C7! die Menge aller Punkte, in denen C? die Ordnung 2 besitzt. Verf. zeigt: Es ist 
C=C genau dann, wenn C zur Kreislinie homöomorph ist. Wenn C + CH, so ist O7 
die Summe von höchstens abzählbar vielen, paarweise fremden, in C offenen, zur 
offenen Strecke homöomorphen Mengen. C? hat in höchstens abzählbar vielen Punkten 
die Ordnung 1. Eine zusammenhängende Menge M (Ayres verlangt Abgeschlossenheit) 
mit den Punkten a und b der Ordnung 1 ist genau dann ein Bogen (= topologisches 
Streckenbild) mit den Endpunkten a und b, wenn jede a und 5b trennende Menge N 
mindestens einen Punkt der Ordnung 2 enthält. (N trennt «a und b, wenn M—N 
—=A+B,acA, beB und A, B relativ abgeschlossen.) Nöbeling (Wien). 


» Rutt, N. E.: On certain types of plane continua. Trans. amer. math. Soc. 33, 806 
bis 816 (1931). 

In der euklidischen Ebene $ sei ein beschränktes Kontinuum Z gegeben, das aus 
einem ausgezeichneten Kontinuum (oder einem Punkt) X und einer Menge von Kon- 
tinuen [X] folgendermaßen gebildet ist: 1. Sämtliche X, haben gemeinsame Punkte 
mit X; X, schneiden sich ausschließlich auf X. 2. Jede X, — X ist zusammenhängend. 
3. Zerlegt X, + X die Ebene, so sind sämtliche X,(# = &) in dem unbeschränkten 
Gebiete des 8 — (X, + X) enthalten. Die Elemente X, werden geordnet nach folgen- 


dem Prinzip: man kann stets für je drei Elemente X,, X, X, eine X im Innern ent- 
haltende (sonst beliebige) einfache geschlossene Linie CO finden, die diese drei Elemente 


schneidet, und zwar so, daß die respektiven wesentlichen Schnittpunkte in drei 
verschiedenen einfachen Bogen C/;, C„, C, von Ü liegen. (Die Schnittpunkte mit C 
der abgeschlossenen Hüllen derjenigen Komponenten von X,-J(C), die auf X keine 
Limespunkte haben, werden nicht berücksichtigt). Die zyklische Ordnung von C;, O„, On 
wird dann den Elementen X,, X, Ä„ zugeschrieben. Man zeichnet weiter ein Kon- 
tinuum X, aus und definiert die Ordnung eines Paares von Elementen X,, X; relativ 
zu X,. Eine Folge [X,;]« =1,2,3,..., ist eine „nach dem Uhrzeiger geordnete‘ Folge 
(Ordnungstypus ®) wenn X, auf X, (rel X,) folgt. Ist weiter a ein Punkt vnZ — X, 
X,> a,und [X,]? =1,2,..., eine nach dem Uhrzeiger geordnete Folge von Elementen, 
die alle X, (rel X,) folgen, so ist der Punkt a kein Limespunkt für nt . Sind ferner X, 
X, verschiedene Elemente aus [X,], P ein Primende des unbeschränkten Gebietes von 
S — (X, + X,), das aus diesem Gebiete erreichbar ist, und für X, (d.h. für X, — X) 
kein Limes bildet, [X] wieder eine nach dem Uhrzeiger geordnete Folge von Elementen, 
die alle X, und X, (rel X,) folgen, so ist P kein Limes für I)X;. Ist endlich X ein Punkt, 
so werden zwei Punkte p und qg der Ebene durch Z dann und nur dann getrennt, wenn 
sie durch ein X, getrennt sind. [Vgl. Roberts, Concerning collections of continua 
not all bounded, Amer. J.of Math., 52, 551—562 (1930).) 

Es schiene Ref. zweckmäßig, für den Cantorschen Ordnungstypus ® keine neue Be- 
zeichnung ‚nach dem Uhrzeiger geordnet“ einzuführen, die außerdem üblicherweise schon 
einen anderen Sinn hat. Julia Rözanska (Moskau). 

Borsuk, Karol: Sur un espace des transformations eontinues et ses applieations 
topologiques. Mh. f. Math. 38, 381—386 (1931). 

Es seien A und B zwei Mengen des Euklidischen Z,. Entspricht jedem 2 mit 
0=t=l1l ein eindeutiges stetiges Bild f(A,t) < E„ von A mit der Eigenschaft, daß 
die Funktion f(x, 2) in x (£A) und t stetig ist, f(x, 0) = «für veA und f(4, 1) = Bist, 
so heißt f(x, t) eine Deformation von A in B (innerhalb Z,„). Verf. beweist: Ist A 


abgeschlossen und B einpunktig, so wird jede beschränkte Komponente K der Menge 


E„ — A von f ganz überstrichen, d.h. für jeden Punkt p von K existiert ein we 4 
und ein £, so daß f(z,t) = p ist. Nöbeling (Wien). 
Newman, M. H. A.: A theorem in ecombinatory topology. J. Lond. math. Soc. 6, 
186—192 (1931). 
This paper means a further step in the simplification of the purely formal com- 
binatory topology. It contains a very simple proof of the theorem that an element may 
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be transformed in a star with the same boundary by a series of elementary transform- 
ations in such a way, that the transformations of the boundary alone form a parti- 
_ eularly simple series such that the transformations can always be performed whether 
the boundary is on a further complex or not. van Kampen (Baltimore). 

Pontrjagin, L.: Über den algebraischen Inhalt topologischer Dualitätssätze. Math. 
Annalen 105, 165—205 (1931). 

In dieser Arbeit werden alle Dualitätssätze auf dieselbe algebraische Basis zurück- 
geführt. Es seien U und V zwei additiv geschriebene Abelsche Gruppen. Je einem Paar 
Elemente aus diesen Gruppen sei ein Element einer dritten zyklischen Gruppe M, ihr 
Produkt, zugeordnet, und diese Zuordnung möge den beiden Distributivgesetzen 
folgen. Kann man dann mit jedem Element der beiden Gruppen ein Produkt +0 
bilden, so sind U und Y isomorph. In übersichtlicher Weise leitet der Verf. aus diesem 
rein algebraischen Satz und den notwendigsten topologischen Grundlagen fast alle 
bekannten topologischen Dualitätssätze in einem neueren allgemeineren Kleide ab. 

van Kampen (Baltimore). 


Mechanik. 


Krylov, A.: Über die numerische Auflösung einer Gleichung, durch die in technischen 
Fragen die Frequenz kleiner Schwingungen bestimmt ist. Izv. Akad. Nauk 8.S.S.R., 
Otdel. mat. i estest. Nauk, VII. s. Nr 4, 491—539 (1931) [Russisch]. 

It is well known that the solution of determinant (“secular”) equation in the 
theory of small oscillations A(A2) = 0 presents some practical difficulties and requires 
laborious caleulations. The main difficulty consists in transforming the determinant 
into developed algebraic equation for 42. For larger number of variables the amount 
of computational work involved becomes enormous. E.g.for 8 variables the trans- 
formation requires some 5760 separate numerical multiplications, even if binomial 
factors are retained, while the solution of developed equation by Graeffe’s method 
takes only few hours. The author of the memoir under review thoroughly analizes 
well known methods of getting the final equation devised by Lagrange, Laplace, 
Jacobi and Leverrier, always having in view the interests of computors. All these 
methods appear to be rather laborious. The more practical is that by Leverrier (for 
6 variables in conservative field it still requires 630 separate numerical multiplications). 
Classical method by Jacobi appears to be less economical (in most unfavourable case 
ca. 900 multiplications for 6 variables). The chief cause of all these difficulties is the 
form of the determinant in question A(A?) where A? enters only in diagonal line. In 
order to simplify the computations the author proposes a new method for getting the 
final equation. Let aj1,-- -‚@x5- - 541 - - -, Ggr be the numerical coefficients of g’s 
in a given system of equations of small oscillations for k degrees of freedom. Using 
common method of integration of a system of linear differential equations the author 
obtains an equivalent system 

Ts inget 

" =m1Mmt ‘te 

N by + + der 

ed hr + + ferle 
where b;; is an element of squared a;, determinant, c;; that of a product of b;, and a;; 
determinants and so forth. Eliminating g,, 93, - - -, 9, and putting x= (e*' we get the 
secular equation after some simple transformations in a new form: 
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Since A2 and its powers appear here only in the first column the development of A(A2) 
is very simple. The author generalizes his method for the equations with giroscopie 
terms, and gives numerical examples and schemes for caleulations. Identical vanishing 
of A(A2) corresponds to the case of equal roots and involves the necessity to eliminate 
g’s not from 2% + 1 but from lesser number of equations. B. P. Gerasimovie. 

Eberhard, 0. v.: Benutzung der Fasella-Tabellen zur stufenweisen Flugbahn- 
berechnung unter Berücksichtigung der neuen Versuche über den Luftwiderstand. 
Z. angew. Math. u. Mech. 11, 253—273 (1931). 

Siacci und Charbonnier haben die Lösung des Hauptproblems der äußeren 
Ballistik in einer sehr einfachen Form gegeben, indem sie den Faktor ce der Wider- 
standsfunktion ce {(v) als eine Konstante betrachten. Die theoretischen Überlegungen 
Sarraus, die von Darrieus, Prandtl usw. weiter entwickelt wurden, zeigten, daß 
der Temperatureinfiuß auf die Luftwiderstandsfunktion sehr einfach betrachtet werden 


kann, indem man c > ve.) anstatt c/(v) schreibt, wo f(x) die übliche Widerstands- 


funktion ist und wo s die Schallgeschwindigkeit am nn s,) die Schallgeschwin- 


digkeit bei Normaltemperatur bedeutet und also s=s, Vz 7 \st. In der betrachteten 
0 


Arbeit zeigt der Verf., den Gedankengängen von Siacci folgend, wie der Temperatur- 
einfluß auf die Bewegungselemente, bei der Lösung der Differentialgleichungen mit. 
Hilfe der Fasella-Tabellen zur Flugbahnberechnung gleich von Anfang an mitberech- 
net werden kann. Die Formeln von O.v. Eberhard haben dieselbe Struktur wie 


die von Siacci, wo jetzt statt der üblichen Pseudogeschwindigkeit u = Heinz eine 


neue Variable w =un erscheint, wobei s innerhalb einer bestimmten Höhenstufe 


einen der mittleren Temperatur 7 der Stufe entsprechenden konstanten Wert hat. 
Die Arbeit enthält ein ausführliches rechnerisches Beispiel. Popoff (Sofia). 

Steuding, H.: Zur strengen Berechnung der Stabkräfte und -momente im Rhomben- 
fachwerk in Abhängigkeit von den Schlankheitsverhältnissen der Gurt- und Diagonal- 
stäbe. Z. angew. Math. u. Mech. 11, 285—313 (1931). 

Die Nebenspannungen im Rhombenfachwerk werden unter Verwendung der 
Deformationsmethode in Abhängigkeit von den Schlankheitsverhältnissen der Fach- 
werkstäbe untersucht. Prager (Göttingen). 

Cassens, J.: Systematischer @ewichtsvergleich an räumlichen Fachwerken. Z. Flug- 
techn. 22, 357—362 (1931). 

Seydel, Edgar: Beitrag zum Gewichtsvergleieh zwischen dreigurtigem und vier- 
gurtigem Flechtwerk. (Statische Abt., Dtsch. Versuchsanst. f. Luftfahrt E.V., Berlin- 
Adlershof.) Z. Flugtechn. 22, 362—366 (1931). 

Beide Arbeiten befassen sich mit dem Vergleich der Gewichte drei- und vierwandiger 
freitragender Flechtwerke, wobei sich zeigt, daß die dreiwandige Form durchaus 
nicht immer leichter ausfällt, wie mehrfach behauptet wurde. Prager (Göttingen). 

Pösehl, Th.: Über ein Minimalproblem aus der Theorie der Bogenträger. Ing.- 
Arch. 2, 286—290 (1931). 

De Verf. stellt sich die Aufgabe, die Form eines Zweigelenkbogens so zu bestimmen, 
daß bei gegebener Spannweite, gegebener Belastung und vorgeschriebenem Horizontal- 
schub die Bogenlänge einen kleinsten Wert annimmt. Als Belastungsarten werden 
untersucht eine lotrechte Einzellast im Bogenscheitel und eine über die Spannweite 
gleichmäßig verteilte Belastung. Die Eulersche Differentialgleichung des Problems 
wird graphisch integriert; für flache Bögen unterscheidet sich die so gewonnene Bogen- 
form kaum von der parabolischen gleichen Horizontalschubs. Prager (Göttingen). 

Holl, D. L., and E. W. Anderson: Limits of approximate solutions of a torsion 
problem. Bull. amer. math. Soc. 37, 580—584 (1931). 

Es wird das Torsionsproblem für einen von zwei Parabelbögen begrenzten Quer- 
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schnitt mit dem Ritzschen und seinem Gegenstück, dem Trefftzschen Verfahren be- 
handelt; das Ergebnis wird mit der explizite bekannten Lösung verglichen. Friedrichs. 
Sen, Bibhutibhusan: Stresses due to a small elliptice hole or a erack on the neutral 
axis of a deep beam under constant bending moment. Philosophic. Mag., VII. s. 12, 
Suppl.-Nr, 312—319 (1931). 

Die Spannungsverteilung um das kreisförmige und um das elliptische Loch in 
der unendlichen, auf Zug beanspruchten, Platte ist bekannt. Hier wird der auf gleich- 
förmige Biegung beanspruchte Balken in analoger Weise behandelt: die Abmessungen 
des Lochs werden angenommen als klein gegen die Höhe des Balkens; der Mittelpunkt 
der Ellipse liege auf der neutralen (x-)Achse, die große Achse sei unter einem beliebigen 
Winkel © gegen die x-Achse geneigt. Die Bestimmung der Spannungsverteilung im 
Balken ist dann die Randwertaufgabe der Dipotentialgleichung mit den Randbedin- 


gungen: 1. Im Unendlichen: o, = Fy; 0%,=1%y=0; 2. am Rande der Ellipse: 


0: = Te, = 0, wenn die Ellipse eine Kurve &= & = const ist, entstanden aus «’, / 


(X =xcsO® +ysn®...) durch #+iy’=c:-lv3(E +in). Die Lösung läßt 
sich in geschlossener Form angeben, führt indes im allgemeinen Fall zu unübersichtlich 


komplizierten Formeln. Dem speziellen Werte & = 0 entspricht ein gegen die Achse um 
- i a BR h a __ Mc sin® 
© geneigter Schlitz, längs dessen o„ die einfache Form annimmt: o,= aa en 


sin2(O +n). Außer für ©=0(0,„=0) und O=n/2 treten an den Enden des 
Schlitzes unendlich große Spannungen auf. Für O =n/2 wird 0,(.-0, = 0, = . Yy. 


Dem Werte & = oo entspricht ein Kreis mit dem Radius a = c/2-e* (endlich, bei 
geeigneter Wahl von c); an dem kreisförmigen Loch tritt die Maximalspannung 


0%, = 27a am oberen und am unteren Rande auf. Sie ist gerade doppelt so groß 


wie die Spannung, die ohne Bohrung an dieser Stelle herrschen würde [vgl. Z. Tuzi, 
Philosophic. Mag., VII. s. 9, 210 (1930)]. Für die „‚waagrecht“ liegende Ellipse nimmt an 
/ 
der entsprechenden Stelle die Spannung die Größe an = + = si1 + nz wobei 5 
die kleine oder auch die große Achse der Ellipse bedeuten kann. Eine nähere Diskussion 
des allgemeinen Resultates und zahlenmäßige Angaben fehlen. Marguerre. 
Prager, W.: Über das bildsame Verhalten der Metalle. Naturwiss. 1931, 681—685. 
Die Arbeit behandelt den heutigen Stand der Plastizitätsforschung isotroper 
Metalle (äolotrope Metalle, Einkristalle werden nur gestreift) unter Berücksichtigung 
der neusten, zum Teil noch nicht abgeschlossenen Versuchsarbeiten hauptsächlich der 
Göttinger Schule. Allem Anschein nach vermögen die bisher bekannten Plastizitäts- 
hypothesen oder Ansätze nur einzelne Ausschnitte der gesamten Mannigfaltigkeit 
bildsamer Verformungen zu decken. Dies kommt schon bei der Frage der Fließ- 
bedingung zum Ausdruck. Verf. glaubt, daß für den Beginn des Fließvorganges die 
Mohr-Guestsche Schubspannungsbedingung gilt, für den Anfang des ‚Verfertigungs- 
stadiums“ die Misessche sog. Gestaltsänderungs-Arbeitsbedingung, und daß dazwischen 
ein stetiger Übergang stattfindet. Sobald aber die Verfestigung fortschreitet, hört 
natürlich jede Fließbedingung im engeren Sinne auf, denn es ist nach Definition des 
Verfestigungsstadiums unmöglich, für diesen einen von den Formänderungen unab- 
hängigen Ausdruck aus den Spannungsgrößen aufzubauen. Prager zeigt indessen, 
daß auch hierfür eine sinngemäße Verallgemeinerung der Fließbedingung möglich sein 
dürfte, indem die Misessche quadratische Form der Spannungsgrößen einer Funktion 
des Formänderungstensors gleichgesetzt wird. — In gewissen Fällen, die meist unter dem 
Namen „statisch bestimmte Plastizitätsaufgaben‘“ behandelt werden und auch in der 
vorliegenden Arbeit etwas näher untersucht sind, genügt nebst den Gleichgewichtsglei- 
chungen des Kontinuums die Fließbedingung, um die Spannungsverteilung zu ermitteln 
(z.B. bei der Torsion eines vom ersten Moment ganz plastizierten prismatischen Stabes) ; 
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im allgemeinen genügen indessen diese Bedingungen nicht, sondern es ist so, wie in der 
Elastizitätstheorie, die vollständige Kenntnis des Zusammenhanges zwischen Span- 
nungs- und Formänderungstensor erforderlich. — Diese Kenntnis befindet sich noch im 
Entstehen; die bisherigen heuristischen Ansätze werden nicht voll bestätigt. Vielmehr 
stellt P. fest, daß der sog. „quasistatische Ansatz‘ auf der einen, der Prandtl-Reuss- 
sche Ansatz auf der anderen Seite nur Grenzen darstellt, zwischen denen in allen Fällen 
das Verhalten von Flußstahl liegen dürfte. Für andere isotrope Metalle sowie für 
Einkristalle stehen Versuche noch aus. — Neben den erwähnten wichtigen Ergebnissen 
bringt die Arbeit auch einiges über die Methoden, die zu deren Erlangung führten. 
Es sei hervorgehoben die von Hohenemser in Gemeinschaft mit Verf. herangezogene 
Kombinierung von Torsion mit Zug an dünnwandigen Hohlzylindern, die große Ein- 
fachheit mit einer gewissen Variationsmöglichkeit vereinigt. Methodisch interessant ist 
auch die Veranschaulichung von Plastizitätsprozessen im oa — r-Koordinatensystem. 
Paul Nemenyi (Berlin). 


Mechanik der flüssigen und gasförmigen Körper. 


Wavre, R.: Essai sur les petites vibrations des astres fluides. Commentarii math. 
helvet. 3, 183—208 (1931). 

Der Verf. zeigt, daß die formalen Untersuchungen, die er in verschiedenen früheren 
Arbeiten zur Behandlung der endlichen Störungen von gewissen Ausgangsbewegungen 
gravitierender Flüssigkeiten angesetzt hat, ohne Schwierigkeit auf allgemeinere Fälle 
übertragen werden können. Zugrunde gelegt wird jetzt irgendeine Flüssigkeit, für welche 
die Zustandsgleichung außer dem Druck und der Dichte auch die Zeit enthalten darf. 
Für die endlichen Störungen der gegebenen Flüssigkeitsbewegung, die durch eine Ab- 
änderung der gegebenen Integrationskonstanten bestimmt werden, werden nach einem 
kleinen Parameter fortschreitende Potenzreihen angesetzt, Auf das eigentliche Problem, 
nämlich auf die Frage nach der Existenz der zu den abgeänderten Anfangszuständen 
gehörigen Bewegungen, wird nicht eingegangen, es handelt sich vielmehr ausschließlich 
um die naheliegende formale Möglichkeit einer Anwendung des Prozesses der un- 
bestimmten Koeffizienten, für den ein Konvergenzbeweis aussteht. — Die sich derart 
ergebenden Rekursionsformeln werden in einigen Fällen etwas näher besprochen und 
können zum Teil auch physikalisch gedeutet werden. Wintner (Baltimore). 


Jardetzky, Wenceslas: Sur la rotation permanente d’une masse fluide isol&e. Zap. 
russk, nauön, Inst, Belgrad Liefg 4, 45—72 u. franz, Zusammenfassung 73—74 (1931) 
[Russisch]. 

Soweit der Ref. an Hand des französischen Resumes sowie der Formeln und Zitate des 
russischen Textes sehen kann, behandelt der Verf. einerseits einige Probleme aus dem Ge- 
dankenkreis, der von Volterra [Acta Math. %% (1902)] inauguriert und in letzter Zeit von 
Wavre und Dive weiter verfolgt worden ist, und andererseits astrophysikalische Einklei- 
dungen dieses Gedankenkreises. Wintner (Baltimore). 

Fenchel, W.: Sulle onde di eanale di tipo permanente. Atti Accad. naz. Lincei, 
VI, s. 13, 740—743 (1931). 

Levi-Civita hatte bewiesen, daß die Wellenbewegung einer schweren Flüssigkeit 
in einem Kanal notwendig stationär sein muß, falls 1. die scheinbare Bewegung der 
freien Oberfläche eine Translation mit konstanter Geschwindigkeit ohne Formänderung 
ist, und 2. falls der Fluß durch einen beliebigen vertikalen Querschnitt von der Zeit 
unabhängig ist, Verf. zeigt, daß der Satz bereits aus der ersten Voraussetzung allein 
gefolgert werden kann, Weinstein (Breslau). 

Pistolesi, E.: Correnti e azioni dinamiche a veloeitä molto elevate. Aerotecnica, 
11, 701—729 (1931). 

Der Verf. betrachtet zunächst die Bewegungsgleichungen von Flüssigkeiten unter | 
Berücksichtigung der Kompressibilität. Er erläutert die verschiedenen Strömungs- | 
arten, je nachdem die Stromgeschwindigkeit kleiner oder größer als die Schallgeschwin- | 
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. digkeit ist. Er betrachtet die Ausbreitung der Strömung um eine Kante und um eine 

 krumme, feste Wand, ferner die Verdichtungswelle und den Staudruck. Darauf unter- 

sucht er die dynamische Wirkung auf Körper, die sich mit großer Geschwindigkeit 
bewegen. Er erwähnt die Versuche mit Geschossen, die theoretischen Untersuchungen 
von Glauert und von Ackeret über den Flügel und schließlich die Versuche mit 
Flügeln bei hoher Geschwindigkeit und mit Schrauben bei großen Umlaufsgeschwindig- 
keiten. Abschließend berichtet er über die Zylinder-Versuche von Stanton und die 
Kugel-Versuche von Pasqualini. J. J. Sommer (München). 

Kampe de Feriet, J.: Sur une elasse de mouvements plans d’un fluide visqueux 
incompressible. Ann. Soc. sci. Brux. A 51, 7—11 (1931). 

Der Verf. gibt eine Methode an, um eine gewisse Klasse von exakten Integralen der 
ebenen instationären Bewegung einer zähen inkompressiblen Flüssigkeit zu finden. 
Dazu wird der Satz bewiesen: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
das Geschwindigkeitsfeld © 

a 


„=, 90= EN + W(r,t) (r, 9 = Polarkoordinaten) 


eine ebene Bewegung einer zähen inkompressiblen Flüssigkeit darstellt, ist die, daß die 
Funktion W(r,t) der partiellen parabolischen Differentialgleichung 

0W aft)+» alt) —v OW 02W k(t) + d/(t) 

ET 12 nr r BES ETT Sa r 
genügt. [a(t), d(t), k(t) = willkürliche Funktionen, » = kinematische Zähigkeit.] In 
gewissen Fällen läßt sich diese Differentialgleichung auf die Differentialgleichung der 
Wärmeleitung transformieren, so daß jedem bekannten Integral der Wärmeleitungs- 
gleichung eine mögliche Strömung entspricht. Es werden einfache Beispiele angegeben. 

H. Schlichting (Göttingen). 

Gruschwitz, E.: Die turbulente Reibungsschicht in ebener Strömung bei Druck- 

abfall und Druckanstieg. (Kaiser Wilhelm-Inst. f. Strömungsforsch., Göttingen.) Ing.- 
Arch. 2, 321—346 (1931). 
Der theoretische Gehalt der Prandtlschen Grenzschichttheorie in ihrer ursprüng- 
lichen Gestalt lag in der Verwendung der laminaren Stokesschen Gleichungen für das 
Grenzschichtgebiet. Wenn diese Theorie und zwar bis zur Berechnung der Ablösung, 
nun in der vorliegenden Arbeit auf turbulente Grenzschichten übertragen werden soll, 
so bekommt sie damit bei dem gegenwärtigen Stand unserer Kenntnis der Turbulenz 
wesentlich empirischen Charakter, und demgemäß ist die Arbeit vorwiegend experi- 
mentell zu werten. Die begleitenden Rechnungen benützen einen empirisch und mittels 
Dimensionsbetrachtungen begründeten Ansatz, der die Geschwindigkeitsprofile, bzw. 
den durch sie bestimmten Druckabfall in den einzelnen Querschnitten der Schicht als 
eine einfache einparametrige Kurvenschar betrachtet. Die Abhängigkeit des Para- 
meters von der Längskoordinate & ist dann durch den Impulssatz geregelt. Es ergeben 
sich so 2 Differentialgleichungen für ein Breitenmaß ®(x) der Schicht und den ‚‚Form- 
parameter“ n(xz) der Profile, die eine näherungsweise Integration ermöglichen. Die 
empirischen Grundlagen beziehen sich dabei auf Tragflügelmessungen; die Durch- 
führung der Rechnung gibt ein gewisses Maß dafür, inwieweit die benutzten Grund- 
lagen den Vorgang ausreichend beschreiben. F. Noether (Breslau). 

Golaz, Maurice: Sur un nouveau prineipe d’hydraulique. C. r. Acad. Sci. Paris 
193, 336—338 (1931). 

Der Verf. behandelt das Problem des Überfalles über Wehre. An Stelle des von 
Belanger eingeführten und von Bousinesq angewandten Prinzipes des Maximums 
der Ausflußmenge wird ein neues eingeführt, das auf der Kenntnis der hydraulischen 
Kraft beruht. Diejenige Ausflußform ist bei den gegebenen äußeren Bedingungen stabil, 
bei der das Maximum der Kraft in dem Querschnitt auftritt, in dem der Parallelismus 
der Stromlinien beginnt. Die Resultate stimmen mit der Erfahrung überein. 


J. J. Sommer (München), 
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Rosenblatt, Alfred: Sur la stabilit@ des mouvements laminaires des liquides vis- 
queux incompressibles. ©. r. Acad. Sci. Paris 193, 220—222 (1931). 

Es wird die Stabilität der Laminarströmung zwischen 2 parallelen Wänden 
y=— Hund y=+H untersucht, welche sich in entgegengesetzter Richtung mit den 
Geschwindigkeiten —U und +ÜU bewegen. Für die Stromfunktion wird der Ansatz 


gemacht oo 
vy=-W + Ya, yt), 
Bel 


wobei Y,= - Uy?]2H die Laminarströmung darstellt. Für die Störungsfunktionen X, 
(k=1,2,3,...) ergeben sich rekursiv Differentialgleichungen, die für den Fall 
U =0 diskutiert werden unter der Voraussetzung, daß diese Störungen mit wachsen- 
dem x und ti abklingen. H. Schlichting (Göttingen). 

MacCreadie, W. T.: On the stability of the motion of a viscous fluid. (Dep. of Math., 
Bucknell Univ., Lewisburg [U. 8. A.].) Proc. nat. Acad. Sci. U. 8. A. 17, 381—388. 
(1931). 

The fluetuations (w’, v’) in the component velocities (w, v) for a two dimensional 
flow between parallel planes y = + b are expressed in the forms 

W = 08,c0syx + B,sinys, vV = yasinyz — yßcosyx 

where & and ß are functions of y and suffixes denote differentiations with respect to %. 
The functions & and ß and the quantity y are to be chosen so that the Reynolds 
number K=2bU/v is a minimum, where » is the kinematie viscosity, U is the mean 
velocity of steady flow and 


b 
25° [[t(a® +9) +2y°(at + Pd) + (od + Pdlay 
K = — ; 
37 | Bar — aßı) ydy 
-b 


The minimum value of K is first approached from above by a method analogous to 
that of Ritz in which & and f are represented approximately by trigonometrical series 


8,8) = (an Bm |1 — (— 13° 0032] 


which satisfy the boundary conditions exactly. By taking successively s = 2, 3, 4 the 
values 131.4, 120.9 and 118.5 are obtained for K while Orr found the value 117. 
The minimum value of K is next approached from below by using a pair of solutions of 
the differential equations of the variation problem and endeavouring to satisfy the 
boundary conditions. This method furnishes the value 116.84. H. Bateman. 

Havelock, T. H.: The wave resistance of an ellipsoid. Proc. roy. Soc. Lond. A 
132, 480-486 (1931). 

The wave-resistance R of an ellipsoid of semi axes a, b, c which moves with velo- 
city u in the direction of its longest axis 2@, which is at depth f below the surface of 
the water, is given by the formula 

n/l 


OR= | ee EN e-zeiedı + [ eine 


(n? — 1212)? (—n? + 722): 
n/l 
when 12 > 0 and by the NEED 


OR = / we e2kisdt 


(m — 2e)3 


when 2<0. In these equations ?=#®— &, = —b, 2?=1+1%, kur=g, 
g is the acceleration of’gravity and C’ is a positive quantity independent of w and /. 
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The notation J (x) is used to denote the square of the Bessel function of order ?/, and 

 I(&) is used to denote the square of the corresponding Bessel function with imaginary 
argument. When l? > O the maxima on the resistance-velocity curve are in the neigh- 
bourhood of the maxima and minima of J(kn) while the minima are near the zeros 
of this function. A comparison is made with Michell’s formula for the wave resistance 
of a ship with a plane of symmetry. H. Bateman (Pasadena). 

Poggi, Lorenzo: Azioni aerodinamiche su di una elissoide di rotazione investito 
da un vortice con l’asse posto sul suo piano equatoriale, e da una corrente traslatoria 
parallela al suo asse. Atti pontif. Accad. Sci. 84, 43—59 (1931). 

Der Verf. untersucht die aerodynamische Wirkung, die auf ein Rotationsellipsoid 
ausgeübt wird von einem Wirbel, dessen Achse in seiner Äquatorialebene liegt, und 
von einer Translationsströmung parallel zu seiner Achse. Er bestimmt das Geschwin- 
digkeitsfeld und leitet daraus das Belastungsdiagramm ab, das über der Ellipsoiden- 
achse herrscht, die wie ein Balken betrachtet wird. Hieraus ergibt sich dann die ge- 
samte Beanspruchung, die das Ellipsoid erleidet. Schließlich werden einige numerische 
Beispiele durchgeführt. J. J. Sommer (München). 

Caldonazzo, B.: Vortice in un campo limitato da un cardioide. Atti Accad. naz. 

_ Lincei, VI. s. 13, 869—873 (1931). 


Consiglio, A.: Potenza di una corrente trasloeircolatoria in presenza di un ostacolo 
di Joukowski. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 866—868 (1931). 


Fukatsu, R.: On the equilibrium of steady spinning of aeroplanes. (La Haye, 
Sitzg. v. 1.—6. IX. 1930.) Verh. 5. internat. Kongr. Luftf. 1, 435—448 (1931). 

Verf. behandelt den stationären Trudelflug mit abgestelltem Motor. Er entwirft, 
um den Ausgleich der Momente zu betrachten, Diagramme, die über dem Anstell- 
winkel & die Trägheits- und aerodynamischen Momente um die flugzeugfesten Achsen 
abhängig von Rotationsgeschwindigkeit , um die Tangente der Bahn darstellen. 
Die Diagramme sind für den Fall, daß der Seitenwinkel Null ist, für einen Doppel- 
decker (Bantam) gezeichnet und zusammengefaßt in einem Diagramm, das w, über & 
für je ein ausgeglichenes Moment darstellt. Das letzte Diagramm ist außerdem noch 
für einen Eindecker (Junkers A 35) gegeben und deckt sich mit dem schon früher von 
Fuchs und Schmidt gezeichneten. I. Lotz (Göttingen). 

Neumark, Stefan: Les profils d’aviation & centre de poussee fixe. (La Haye, Sit2g. 
v. 1.—6. IX. 1930.) Verh. 5. internat. Kongr. Luftf. 1, 449—464 (1931). 

Der Verf. benutzt eine von Bonder angegebene Methode der konformen Ab- 
bildung, um druckpunktfeste Profile zu konstruieren. Diese Methode beruht auf der 
Abbildung eines Kreises durch eine analytische Funktion, die für drei Teile des Kreises 
gesonderte einfache analytische Ausdrücke hat. Die so bestimmte Profilfamilie hängt 
von 10 Parametern ab, durch deren Variation der Praktiker in der Lage ist, eine seinen 
Wünschen entsprechende Form zu erhalten. Zur Vereinfachung der Berechnung hat 
der Verf. Tabellen aufgestellt, die in den Travaux de l’institut aerodynamique de 
Varsovie veröffentlicht sind. I. Lotz (Göttingen). 

Theodorsen, Theodore: On the theory of wing seetions with partieular reference 
to the lift distribution. Rep. nat. advis. Comm. Aeronaut. Nr 383, 3—16 (1931). 

Munk und Glauert haben dünne Profile dadurch erhalten, daß sie eine wenig 


; 2 
von einem Kreis abweichende Kurve mittels C=2+ - abbildeten. Man kann dann 


die für glattes Abströmen an der Hinterkante notwendige Zirkulation und damit den 
Auftrieb berechnen. Der Verf. benutzt die von Glauert angegebene Methode, um die 
Auftriebsverteilung längs der Tiefe zu ermitteln. Diese bleibt nur für den ‚idealen‘ 
Anstellwinkel (er entspricht stoßfreiem Eintritt) an der Vorderkante endlich. Für 
von dem idealen verschiedene Anstellwinkel wird eine Zusatzauftriebsverteilung be- 
stimmt. Da man selbst dünne Profile mit einem runden Kopf ausführt, setzt der 
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Verf. diese Zusatzverteilung zusammen aus einer Verteilung, die einem elliptischen 
Profil mit gleicher Krümmung am Kopf entspricht, und der den Glauertschen Ansätzen 
entsprechenden Verteilung. Er benutzt die zu dem Ellipsenprofil gehörende Verteilung 
bis zum Druckmaximum und stellt dann graphisch die Verbindung mit der Verteilungs- 
kurve für das hintere Ende des Profils her. Der Einfluß der runden Nase auf die Zusatz- 
verteilung wird außer an der Nase selbst als verschwindend angenommen. Den Schluß 
der Arbeit bildet eine Berechnung der Steigung der Auftriebskurve (c, über &) 
abhängig von der Krümmung der Nase, I. Lotz (Göttingen). 

Teofilato, Pietro: Caleolo delle azioni aerodinamiche su parte di un’ala indefinita, 
Atti pontif. Accad. Sci. 84, 269—286 (1931). 

Die Arbeit liefert einen Beitrag zur Frage nach der Kräfteverteilung im Innern 
eines Tragflügels zwischen einzelnen Teilen desselben bei einer Translationsströmung. 
Der Verf. berechnet die Resultierende bzw. das resultierende Moment des vorderen 
und hinteren Teiles 1. für einen symmetrischen und 2. für einen geknickten Flügel. 

J. J. Sommer (München), 

Andreoli, G.: Sul ecomportamento aerodinamico di ali dedotte per deformazione da 


un’ala piana. (La Haye, Sützg. v. 1.—6. IX. 1930.) Verh. 5. internat. Kongr. Luftf. 


2, 975—1001 (1931). 


Andreoli, G.: Comportamento aerodinamico dell’ala a sezione non costante, oppure _ 


sottopasta a corrente non uniforme e sull’effetto di fusoliera. (La Haye, Sitzg. v. 1. bis 
6. IX. 1930.) Verh. 5. internat. Kongr. Luftf. 2, 1002—1025 (1931). 


Trayer, George W., and H. W. March: Elastie instability of members having seetions 
common in aireraft construction. Rep. nat. advis. Comm. Aeronaut. Nr 382, 1—42 
(1931). 


Hertel, Heinrich: Die Verdrehsteifigkeit und Verdrehfestigkeit von Flugzeugbau- 
teilen. (Statist. Abt., Disch. Versuchsanst. f. Luftfahrt, Berlin-Adlershof.) Luftfahrt- 
forschg 9, 1—56 (1931). 

Helmbold, H. B.: Beitrag zur Theorie der Nachstromschrauben. (Aerodynam. 
Versuchsanst., Kaiser Wilhelm-Ges., Göttingen.) Ing.-Arch. 2, 275—285 (1931). 

Nach einer kurzen Skizzierung des früher von ihm benutzten Verfahrens zur Be- 
stimmung von Potential- und Reibungsnachstrom gibt der Verf. an, wie man auf Grund 
von Messungen des Gesamt- und des statischen Druckes die Nachstromkomponenten 
mit Hilfe des Energiesatzes ermitteln kann. — Zur Untersuchung des Zusammen- 
wirkens von Schiff und Schraube führten Fresenius und Thoma für die reibungslose 
Flüssigkeit die „Ersatzschraube“ ein. Um diese auch in der reibenden Flüssigkeit 
verwenden zu können, in der sich der Nachlauf infolge der Zähigkeit unbegrenzt aus- 
breitet, definiert der Verf. eine der wirklichen Strömung energetisch gleichwertige 
Ersatzströmung für den hinter der Schraubenkreisebene liegenden Flüssigkeitsbereich. 
Die arbeitende Schiffsschraube gibt gegenüber der leerlaufenden eine Erhöhung der 
Durchflußgeschwindigkeit. Für den nur sehr umständlich zu ermittelnden Zusammen- 
hang dieser Geschwindigkeitserhöhungen bei Schiffs- und Ersatzschraube macht der 
Verf. einen Ansatz, der über die früheren, die Grenzfälle nicht befriedigenden Ansätze 
hinausgeht. — Nach diesen Vorbereitungen werden die Grundlagen zur Berechnung 
der wirtschaftlichen Nachstromschraube gegeben: zunächst für den Fall nahezu kreis- 
symmetrischen Nachstroms und später für den ungleichförmig verteilten Nachstrom. 

Irmgard Lotz (Göttingen). 

Helmbold, H. B.: Über die Wechselwirkung zwischen Luftschraube und Flugzeug. 
(La Haye, Sitzg. v. 1.—6. IX. 1930.) Verh. 5. internat. Kongr. Luftf. 1, 575—586 (1931). 

Mit den vereinfachenden Annahmen: unendliche Flügelzahl, keine Strahl- 
drehung, keine Reibung an den Flügeln, Konstanz der Drücke und Geschwindigkeiten 
für jeden zur Achse senkrechten Querschnitt des Strahls berechnet der Verf. mit 
Hilfe des Begriffes der Ersatzschraube den Vortriebswirkungsgrad der Gesamtanord- 
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nung Flugzeug-Schraube. Dieser setzt sich zusammen aus dem Eigenwirkungsgrad der 

Luftschraube und dem ‚‚Einbauwirkungsgrad“. Es folgt daraus, daß langsam laufende 

große Druckschrauben über dem Tragflügel den besten Vortriebswirkungsgrad ergeben. 
Irmgard Lotz (Göttingen). 


Wetehinkine, W. P.: On the theory of airerews with the most effieient distribution of 
the eireulation along the blade. (Za Haye, Sitzg. v. 1.—6. IX. 1930.) Verh. 5, internat. 
Kongr. Luftf. 2, 937—947 (1931). 

Das Problem der reibungsbehafteten, unendlich vielflügeligen Luftschraube mit 
geringstem Energieverlust war vom Verf. früher bereits gelöst. Die Lösung führte 
aber auf Flügelformen, die in endlicher Entfernung von der Schraubenachse enden, 
also nicht bis an die Schraubennabe heranreichen und deshalb unausführbar sind, Die 
Aufgabestellung muß demnach durch die Nebenbedingung vervollständigt werden, 
daß die Schraubenflügel genügende Festigkeit besitzen. Dies bedingt an sich schon 
ein unvermeidliches Mindestmaß an Verlustleistung infolge Profilwiderstandes, Es ist 
dann nur noch zu fordern, daß die darüber hinaus entstehenden Verluste, die teils 
kinetische, teils auch Profilverluste umfassen, zum Minimum gemacht werden. Verf. 
gibt ein Verfahren an, die Aufgabe in schrittweiser Näherung mit Hilfe einer Kurven- 
tafel zu lösen, dieden empirischen Zusammenhang zwischen den aerodynamischen und 
den statischen Eigenschaften bewährter Luftschraubenprofile enthält. Es beruht 
darauf, daß man abwechselnd versucht, einer der zwei Teilforderungen, der ursprüng- 
lichen nach geringsten Energieverlusten (isoperimetrisches Problem der Variations- 
rechnung) und der zusätzlichen nach hinreichender Flügelfestigkeit, zu genügen, wobei 
eine Näherungslösung der einen Teilaufgabe jeweils die Grundlage zur Behandlung 
der anderen liefert. H.B. Helmbold (Göttingen). 


Relativitätstheorie. 


Lorenz, H.: Elementare Ableitung der astronomischen Einstein-Effekte. Astron. 
Nachr. 243, 109—114 (1931). 


@ Hopf, Ludwig: Die Relativitätstheorie. (Verständl. Wiss. Bd. 14.) Berlin; 
Julius Springer 1931. VIII, 148 S. u. 30 Abb. geb. RM. 4.80. 


Band, William: Wave-partieles as transmitted possibilities: Quantum postulates 
deduced from logical relativity. (Dep. of Phys., Yenching Univ., Pevping.) Physic. 
Rev., II. s. 37, 1164—1170 (1931). 

Als Grundbausteine der physikalischen Welt sind im Anschluß an Whitehead 
raum-zeitliche, vierdimensionale „Ereignisse“ zu wählen. Es wird postuliert: die 
elementaren ‚Ereignisse‘ besitzen alle das gleiche vierdimensionale Volumen. Im 
Schnitt mit der X T-Ebene stellt sich ein Ereignis dar als infinitesimales Parallelo- 
gramm; die eine Seite verläuft der X-Achse parallel, die Neigung der anderen Seite 
gegen die X-Achse stellt die „BEigengeschwindigkeit‘ des Ereignisses dar. Bei Über- 
gang zu einem anderen Koordinatensystem wird dasselbe Ereignis durch gegeneinander 
etwas verschobene Parallelogramme dargestellt; die Transformationsformeln für dt 
und dx werden entwickelt, Hierauf wird die ‚Ausbreitung‘ (transmission) von Er- 
eignissen untersucht: verläuft sie parallel der Eigengeschwindigkeit, so überdecken sich 
die einander folgenden Ereignisse mit einer gewissen Dichte. Als proportional dieser 
Überdeckungsdichte wird die Energie definiert. 2 Fälle werden unterschieden: 1. Aus- 
breitungs- gleich Eigen- gleich Lichtgeschwindigkeit (Photon). Aus der Transfor- 
mationsformel für E und dem relativistischen Dopplerprinzip ergibt sichdann E=hn. 
2. Ausbreitungs- gleich Eigengeschwindigkeit <c (Elektron): nach Zuordnung einer 
Wellenfunktion ergibt sich aus dem Dopplerprinzip wieder E=hn. Verläuft die Aus- 
breitung der Eigengeschwindigkeit nicht parallel, so ergibt sich keine Überdeckungs- 
dichte, also keine ‚„Partikel“-Bahn. Dies trifft zu im Atominneren. Zilsel. 
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Gerard, Louis: Röflexion sur un miroir mobile et relativite. C. r. Acad. Sci. Paris 
192, 1709—1711 (1931). 

Betrachtung einer Art der Reflexion des Lichtes an einem bewegten Spiegel. 

Guth (Wien). 

Straneo, Paolo: Teorie unitarie della gravitazione e dell’elettrieitä. Nuovo Cimento, 
N. s. 8, CXXV—CXLV (1931). 

Questa Rivista ha lo scopo: 1°) di precisare in che cosa possa oggi logicamente 
consistere l’idea di teoria unitaria della fisica; 2°) di informare sommariamente circa 
le vie tentate da vari teorici per giungere a qualche teoria unitaria accettabile; 
3°) di esporre la teoria ideata dall’autore. Autoreferat. 

Straneo, Paolo: Intorno alla teoria unitaria della gravitazione e dell’elettrieitä. II. 
Posizione e prima diseussione delle equazioni di campo. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 
13, 695—701 (1931). 

Nach Wiederholung der bereits in der ersten Note auseinandergesetzten geo- 
metrischen Grundlagen (dies. Zbl. 1, 429) wird die Frage der Feldgleichungen behandelt. 
Aus dem allgemeinen Krümmungstensor 


e; 2 [Oo 00, 
Li, = tere Bar | (5) 


da” 02° 


ergibt sich durch Verjüngung: 
Les vn; 1 = G2 2 


Oy Op, 
n— . (6) 
0x da" 


Der symmetrische Teil @,, ist mit dem Einsteinschen Gravitationstensor identisch. 
Aus ihm wird in üblicher Weise der Materietensor gebildet und mit dem elektro- 
magnetischen Energietensor verbunden, der im Maxwellschen Sinne aus dem Vektor- 
potential aufgebaut ist. Aus dem antisymmetrischen Teil ergeben sich die Maxwell- 
schen Gleichungen, indem man die Divergenz bildet und diese dem Stromvektor gleich- 
setzt. Lanczos (Lafayette). 

Straneo, Paolo: Intorno alla teoria unitaria della gravitazione e dell’elettrieitä. 
III. Ancora qualche eonseguenza delle equazioni unitarie. Atti Accad. naz. Lincei, 
VI. s. 18, 770—774 (1931). 

Fortsetzung der in dies. Zbl. 1, 429 referierten Arbeit. Der Inhalt dieser zwei 
Noten ist identisch mit dem der vorstehend referierten Arbeit. Guth (Wien). 

-  Straneo, Paolo: Gleichungen zu einer einheitliehen Feldtheorie. Sitzgsber. preuß. 
Akad. Wiss., Phys.-math. Kl. H. 16/18, 319—325 (1931). 

Außer den Raumtypen, die dadurch definiert sind, daß in ihnen bei einer Vektor- 
übertragung bloß eine Parallelverschiebung resultiert, gibt es auch solche, in denen 
zur Parallelverschiebung noch eine Drehung hinzukommt. Solche Raumtypen wurden 
von H. Cartan allgemein diskutiert. Definiert wird ein solcher Raum durch asym- 
metrische Zusammenhangs- (Verschiebungs-) Größen. Hierdurch ist aber der Raum- 
typ noch nicht eindeutig festgelegt. Vielmehr ist noch eine — in weiten Grenzen will- 
kürliche — Zusatzforderung zulässig. In der neuen Einsteinschen einheitlichen Feld- 
theorie wird als Zusatzforderung das Bestehen eines Fernparallelismus gestellt. — 
Verf. (dies. Zbl. 1, 429 und vorsteh. Ref.) operiert mit einem Raumtyp, dessen 
Zusammenhangsgrößen sich aus Dreizeigergrößen und einem schiefsymmetrischen 
Bestandteil additiv zusammensetzen. Dementsprechend zerfällt auch der verjüngte 
Krümmungstensor und weiter die für den letzteren in Analogie zur Einsteinschen 
Gravitationsgleichung aufgestellte Feldgesetz. Die Gleichung für den symmetrischen 
Bestandteil wird mit den Einsteinschen Gravitationsgleichungen, diejenige für die 
schiefsymmetrischen Bestandteile mit den Maxwellschen Gleichungen identifiziert. — 
In dem vom Verf. benützten Raum fallen die geradesten und die geodätischen Linien 
nicht mehr zusammen und ihr Auseinanderstreben mißt den elektromagnetischen 
Zustand des Raumes. — Das Problem des Elektrons, an dem die früheren Feldtheorien 
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scheiterten, wird nicht aufgerollt. Ref. vermag daher nicht zu entscheiden, inwiefern 
die hier referierte Feldtheorie einen Vorteil gegenüber den früheren bietet. Guth. 

Giussani, Renata: Sulle variazioni isoriemanniane del eronotopo einsteiniano. 
Rend. Ist. lombardo Sci., II. s. 64, 309—317 (1931). 

Die Grundlage dieser Untersuchung bilden die Gravitationsgleichungen der Ein- 
steinschen Relativitätstheorie in der „klassischen“ Form: G, — 3@g: = —-xTir- 
Sieht man den Energietensor T';; als gegeben und seine Variationen Ö 7,; als freistehend 
an, so entsteht die Frage nach dem gesetzmäßigen Zusammenhang, welcher zwischen 
den Variationen ÖT;; ‚der Energie“ und denen ög;; der Metrik zufolge der Gravi- 
tationsgleichungen bestehen muß. Dafür hat Verf. bereits in einer vorhergehenden 
‘Arbeit die Form: 

2 
— 240 Tin = AR Ögng + Baar See + On ohne 

mit bekannten Koeffizienten A, B,C und y=4nf/e=2:10"* abgeleitet. Beschränkt 
man sich auf ‚„‚isoriemannsche‘“ Variationen und setzt entsprechend die Komponenten 
fir,hk} des Riemannschen Krümmungstensors in einem gewissen raumzeitlichen 
Gebiet stationär voraus (öfir, hk} =0), so reduziert sich der allgemein berechnete 
Zusammenhang auf das in ög,, lineare nichthomogene (algebraische) System: 

— 20T, = Ri} ögne; Bid = gang" — ÖL. 
Seine weitere Untersuchung ist naturgemäß wesentlich mit dem Verhalten der Deter- 
minante | R?2| verknüpft. Anschließend behandelt Verf. den euklidischen und den 
statischen Fall. Im statischen Fall ergibt sich als bemerkenswerte Anwendung des 
Kalküls das Theorem: ‚‚während in der klassischen Mechanik elastische Deformationen 
notwendig mit äußeren Druckkräften verknüpft sind, erscheinen in der relativistischen 
Mechanik elastische Deformationen eines bestimmten Mediums ohne direkte mecha- 
nische Einwirkungen vielmehr nur unter der (Impuls-)wirkung der Lichtgeschwindig- 
keit statthaft“. M. Pinl (Berlin). 

Sen, R. N.: On one connexion between Levi-Civita parallelism and Einstein’s tele- 
parallelism. Proc. Edinb. math. Soc., II.s. 2, 252—255 (1931). 

Im Kontinuum der neueren Einsteinschen Relativitätstheorie hat man zwei Par- 
allelübertragungsgesetze zu unterscheiden: den Parallelismus von Levi-Civita, be- 
gründet auf die Riemannsche Metrik und für diese charakteristisch, und den Fern- 
parallelismus im Orthogonalgitter des Kontinuums. Im Gegensatz zur Übertragung 
nach Levi-Civita ist das fernparallele Übertragungsgesetz einer Richtung VW: 


dA HD TR,PPd-=0 (d=12%:..,n) (1) 
pq 


asymmetrisch (AZ, = I}, — I, £ 0), somit 
IVAHDT Ve Ener) 
pq 


ein drittes Verschiebungsgesetz — nach einem Terminus des Verf. das Gesetz der 
[zu (1,1)] „assoziierten‘“ Parallelübertragung. Sofern die Gitterkomponenten ?h, die 
Riemannsche Metrik g,, wie auch den fernparallelen und assoziierten Zusammenhang 
I; 9» Tg bestimmen, sind Verknüpfungen dieser Parallelismen zu erwarten, wie sie 
in der Literatur auch angedeutet werden. Verf. bevorzugt für dieses Problem eine 
geometrische Interpretation der Resultate des Kalküls, ersetzt entsprechend den 
Tensor A}, durch den „Beinskalar“‘ 3A = I) A%, Ph, „h” ‚h” , benutzt Riccis Rotations- 


koeffizienten y,,, und erhält die Beziehung: 
2Ypar DE a nz Bad sh 2 (3, 4) 
‚Darin liegt die geometrische Deutung: 
9 0008; _ 90089, er 8089, L 00089, 
Ös, 08, 08, 08,2? 
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da Riccis Rotationskoeffizienten in bekannter Weise das ‚„Geschwindigkeitsmaß‘ 
RA Asin.e ger Cosinusänderung zweier Gitterrichtungen p,g darstellen, wenn die 
eine Richtung „örtlich“, die andere parallel im Sinne Levi-Civitas längs einer dritten 
Gitterrichtung r übertragen wird und die rechtsseitigen Terme in (3,4) die analoge 
Bedeutung haben, sobald bei diesem Prozeß Levi-Civitas Parallelismus durch den 
assoziierten ersetzt wird. M. Pinl (Berlin). 

Mitter, 0. K.: On a solution of Einstein’s gravitational equations G,„, = 0, sym- 
metrieal about an axis. Töhoku math. J. 34, 110—114 (1931). 

Benutzt man im Raum-Zeit-Kontinuum der Einsteinschen Gravitationstheorie 
Zylinderkoordinaten, , =2, 9 =r, = ©, u =t, so erhält man in der Gestalt: 
ds? = —f(r) da? — Dr) dr? — x(r) r?dO? + y(r) di? 
mit willkürlichen Funktionen f, ®, x, yw die allgemeinste metrische Fundamentalform 
statischen Charakters, welche Symmetrie um die 2-Achse wie auch Symmetrie hin- 
sichtlich der Fundamentalkegel der Vergangenheit und Zukunft gewährleistet. Für 
®(r)=y(r) kann die metrische Fundamentalform in der Gestalt de? = —e!dz? 
— e* (dr? + r?d92) + edit? geschrieben werden, wobei 4, u,» willkürliche Funk- 
tionen von r sind. Diese Metrik unterwirft Verf. dem Gravitationsgesetz materiefreier 

Gebiete: 


Gu=—) tert 2 a + 
& er 
Ba > (ur, o} 1/9 = 0. 


Zufolge der getroffenen Annahmen vereinfacht sich die Berechnung der metrischen 
Fundamentalkomponenten g,,, 9“”, Christoffelkomponenten {u», o} und Krümmungs- 
größen @,, wesentlich und ermöglicht die Bestimmung der Funktionen A, u,v. Damit 
ergibt sich die Lösung des Problems in der Form: 


ds? = — (lgr/a)?l! d2? — 7” (lgr/a) Kl . (dr? + 724 ©?) + (Igrja)2klt di2, 
worınd=1-+ k und die Konstanten m und % der Relation 
(k +1) {m (® + k) + 2(® +k+1)}= 0 


genügen. Die Maßbestimmung wird singulär, wenn r den Wert der Integrationskon- 
stanten a annimmt. M. Pinl (Berlin). 


Quantentheorie. 


Heisenberg, Werner: Kausalgesetz und Quantenmechanik. (2. Tag. f. Erkenntnis- 
lehre d. exakt. Wiss., Königsberg, Sitzg. v. 5.—7.1IX.1930.) Erkenntnis zugl. Ann. 
Philosoph. 2, 172—190 (1931). 

Das klassische Kausalprinzip lautet: Wenn der gegenwärtige Zustand eines iso- 
lierten Systems in allen Bestimmungsstücken bekannt ist, so lassen sich seine zu- 
künftigen Zustände berechnen. Dieses Prinzip ist nicht falsch; es ist inhaltsleer: durch 
die Beobachtung verliert das System die Isolation, wird es prinzipiell unmöglich, die 
wesentlichen Bestimmungsstücke zugleich genau zu ermitteln. Der Ablauf ist also nur 
ungenau, d.h. statistisch prognostizierbar. Auch das quantenmechanische Formel- 
system läßt sich nicht zugunsten eines neuen Determinismus deuten. Dem physika- 
lischen Vorgang entsprechen zwar eindeutig bestimmte Schrödingerwellen, diese ver- 
laufen aber im Konfigurationenraum. Will man wieder in den beobachtbaren Raum 
zurückübersetzen, so muß man die Schrödingerwelle mit einem physikalischen Apparat 
konfrontieren. Damit aber ist die Ungenauigkeitsrelation wieder hineingebracht. 
Freilich gibt es auch gewisse Experimente, die eindeutig verlaufen (Beispiel: Stern- 


Gerlach-Ablenkung eines unangeregten Atoms). Es gilt also nur das eingeschränkte 


i 
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Kausalprinzip: wenn zu einer Zeit ein System in allen Bestimmungsstücken bekannt 


ist, so gibt es auch zu jeder späteren Zeit Experimente an dem System, deren Resultat 


präzise vorausgesagt werden kann. Der beliebte Rettungsversuch des uneingeschränk- 
ten Determinismus (,‚wir kennen die Ursachen noch nicht‘) ist unbrauchbar: weitere 
Bestimmungsstücke, außer den in der Wellenfunktion ausgedrückten, besitzt das Atom 
nicht. — Empirisch unüberprüfbare Sätze sind inhaltsleer: eine Welt, die mit der un- 
seren in keinerlei Verbindung steht, eine absolute Gleichzeitigkeit, eine apriorisch postu- 
lierte Kausalität sind ‚Inhalt‘ solcher leerer Sätze. — In der anschließenden Diskussion 
unterstreicht Heisenberg, daß der die Ungenauigkeit hineintragende ‚Beobachter‘ 
auch eine photographische Platte sein kann. Die Quantenmechanik ersetzt lediglich 
die selbständigen Beobachtungsobjekte der klassischen Physik durch Beobachtungs- 
vorgänge. Mit Psychologie hat das nichts zu tun. E. Zilsel_(Wien). 

Reichenbach, Hans: Das Kausalproblem in der Physik. Naturwiss. 1931 II, 713 
bis 722. 

Jede Kausalbehauptung besagt: „Wenn A vorliegt, so folgt B.“ Daß aber der 
Zustand A im gegebenen Fall vorliegt, ist nie gewiß, höchstens sehr wahrscheinlich. 
Das klassische Kausalprinzip besagt also zweierlei: 1. Beschreibt man ein Geschehen 
durch endlich viele Parameter, so läßt sich sein Ablauf mit Wahrscheinlichkeit voraus- 
sagen; 2. diese Wahrscheinlichkeit wächst gegen 1, je mehr Parameter man berück- 
sichtigt. Schon in der klassischen Physik ist somit Kausalität ohne Wahrscheinlich- 
keit sinnlos. Auch die Quantenmechanik bedeutet methodisch keinerlei Umsturz; 
sie läßt lediglich 2 fallen und stellt für die Wahrscheinlichkeit der Prognosen eine obere 
Schranke unterhalb 1 fest. Der springende Punkt liegt dabei nicht in der Störung des 
beobachteten Vorgangs durch das Beobachtungsmittel (auch in der klassischen Physik 
stört das Thermometer die gemessene Temperatur), sondern in der eigenartigen Un- 
genauigkeitsverknüpfung zwischen konjugierten Parametern. — Jede Wahrscheinlich- 
keitsaussage ist eine statistische Aussage über relat. Häufigkeiten; die apriorische Spiel- 
raumtheorie ist unhaltbar (gegen Keynes und Schlick). Die Wahrsch. einer In- 
duktion ist von einer statistischen Wahrsch. nicht verschieden (gegen Schlick und 
v. Mises). Der Zusammenhang zwischen Wahrsch. und Unsymmetrie der Zeitrichtung 
wird gegen Einwände Bergmanns verteidigt. — Wittgenstein und Schlick be- 
schränken die Wissenschaft auf die Vergangenheit; sie bezeichnen Prognosen nicht als 
wissenschaftliche Aussagen, sondern als bloß pragmatistische Anweisungen zu handeln. 
Das eigentliche Problem, der Unterschied zwischen Prognosen, wie ‚morgen wird die 
Sonne aufgehen“ und ganz aus der Luft gegriffenen, wird damit einfach ausge- 
schaltet. Eine Logik, die bloß wahr und falsch kennt, sei daher wertlos: es bedürfe 
noch einer Wahrscheinlichkeitslogik. Die axiomatische Darstellung einer solchen wird 
angekündigt (Math. Z.). E. Zilsel (Wien). 

Reichenbach, Hans: Der physikalische Wahrheitsbegriff. (2. Tag. f. Erkenntnis- 
lehre d. exakt. Wiss., Königsberg, Sitzg. v. 5.—7. IX. 1930.) Erkenntnis zugl. Ann. 
Philosoph. 2, 156—171 u. 183—190 (1931). 

Berichtsätze (hier jetzt grün neben weiß) sind zu unterscheiden von Prophe- 
zeiungssätzen. Der Wahrheitsbegriff gilt nur für die ersteren, alle Sätze der Natur- 
wissenschaft gehören zu den letzteren. Auch die ‚Berichte‘ des Physikers enthalten 
stets Prophezeiungen (Beispiel: Jede Messung einer Stromstärke schließt die Prophe- 
zeiung ein, daß beliebige Amperemeter dasselbe Meßresultat ergeben werden). Da 
Prophezeiungen stets nur wahrscheinlich sind, ist der strenge Wahrheitsbegriff in der 
Physik unzulänglich. Die Wahrscheinlichkeit der Prophezeiungen unterscheidet sich 
nicht von der des Statistikers. — Es gibt 2 Kunstgriffe, um die Wahrscheinlichkeit 
einer physikalischen Aussage zu vergrößern: 1. Verfeinerung der Analyse des Einzel- 
falls (Vermehrung der Parameter, ‚„‚kausale‘‘ Methode); 2. Übergang zu großen Anzahlen 
(statistische Methode). Der 1. Kunstgriff wird z. B.in der Himmelsmechanik, der 
2.in der Gastheorie angewandt; grundsätzlich aber ist jedes Sachgebiet auf beide Arten 
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behandelbar: kausale und statistische Sätze sind nur 2 Seiten derselben Wahrscheinlich- 
keitsgesetzlichkeit. Überdies hat die Quantenmechanik gezeigt, daß auch auf dem 
1. Weg für die Wahrscheinlichkeit eine obere Grenze <1 besteht (Ungenauigkeits- 
relation). — Strenge Wahrheit ist in der Naturerkenntnis ein leerer Begriff, Bedeutung 
hat nur die Wahrscheinlichkeit; die aber ist einem Näherungsprozeß gleichwertig. 
Ein deterministisches Modell der Natur als selbständig bestehend anzunehmen, ist sinn- 
leer. So wie in der Mathematik jede Aussage über einen Limes ihren Sinn nur hat in 
Aussagen über den Näherungsprozeß, so hat ein korrektes physikalisches Modell nur 
die tatsächlich durchführbaren Näherungsprozesse wiederzugeben. Zelsel (Wien). 

© Temple, &.: An introduction to quantum theory. London: Williams & Norgate 
Ltd. 1931. 196 S. u. 10 Abb. geb. 12/6. 

Die Einführung in die Quantentheorie von Temple zeichnet sich durch Originalität 
aus. Der Verf. vermeidet es, die vielfach wiedergegebenen Gedankengänge der Ori- 
ginalarbeiten nochmals zu wiederholen, sondern versucht stets, sie von einer neuen 
Seite her aufzuzeichnen. Das ist gleichzeitig der Vorzug und manchmal eine Schwäche 
des Buchs. Einerseits enthält es viele Anregungen und sichert sich dadurch einen 
Platz neben anderen einführenden Büchern, andererseits betont es verhältnismäßig 
unwesentliche Züge der Theorie (z. B. die hydrodynamische Auffassung der Materie- 


wellen) unnötig und behandelt dagegen andere grundlegende Dinge (etwa das Ver- 


ständnis der klassischen Mechanik als Näherung) auffallend kurz. Durch knappen 
Stil, durch eine wohlgelungene Auswahl einfachster aber charakteristischer Beispiele 
unter häufiger Beschränkung auf 2-dimensionale Rechnung und durch Verzicht auf 
überflüssige Strenge, ist; die leichte Lesbarkeit gewahrt, so daß es seinen Zweck als 
elementare Einführung in die Begriffe und Schlußweise der Quantentheorie erfüllen 
wird. Das gilt mehr für die ersten Kapitel über die duale Auffassung von Licht und 
Materie als für die späteren Abschnitte über das Rechnen mit Operatoren und Matrizen. 
‚Hier wird dem Anfänger manches unverständlich bleiben. Fues (Hannover). 

Langer, R. M.: The Schrödinger potential function. (Massachusetts Inst. of Technol., 
Cambridge, U.8.A.) Physic. Rev., II.s. 38, 779—796 (1931). 

Rekapitulation und ausführlichere Diskussion der von Schrödinger (vgl. dies. 
Zbl. 1, 100) entwickelten Gedanken zur Vermeidung der mit den negativen Energie- 
werten zusammenhängenden Schwierigkeiten der Dirac-Gleichung. U.a. wird der 
Vorschlag gemacht, für die Definition der „geraden“ und ‚„ungeraden‘‘ Anteile der 
Operatoren nicht die Hamiltonfunktion des kräftefreien Falles zugrunde zu legen 
(wie Schrödinger), sondern die Hamiltonfunktion des Wasserstoffatoms — so daß 
(trivialerweise) die Eigenwerte des H-Atomproblems exakt ungeändert bleiben (nicht 
nur angenähert, wie bei Schrödinger). P. Jordan (Rostock). 

Eddington, Arthur: The properties of wave tensors. Proc. roy. Soc. Lond. A 133, 
311—324 (1931). 

Zusammenfassung und Fortsetzung der früheren Arbeiten des Verf. über mit der 
Diracschen Theorie verknüpfte Fragen. (Proc. roy. Soc. Lond. 121, 524; 122, 358; 
126, 696). Die bekannten Eigenschaften der Diracschen Matrizen und der Diracschen 
Gleichung werden in besonderer Form und mit besonderen Bezeichnungsweisen 
dargestellt, woran Spekulationen über die fünfte Dimension und verwandte Gegen- 
stände geknüpft werden. P. Jordan (Rostock). 

Mandel, Heinrich: Über dynamische (quantentheoretische) Erweiterung des Relati- 
vitätsprinzips. (Phys.-Techn. Rönigeninst., Leningrad.) Z. Physik 71, 26—29 (1931). 

Die Arbeit behandelt jene Analogie zwischen Quantenmechanik und (spezieller) 
Relativitätstheorie, welche dadurch gegeben ist, daß die durch Matrizen dargestellten 
„meßbaren Größen“ als Tensoren des dem fraglichen physikalischen System zu- 
geordneten Hilbertraumes aufgefaßt werden können. Die Wahl einer bestimmten 
zu messenden Größe (welche in bekannter Weise die gleichzeitige Messung anderer, 
mit ihr nicht vertauschbarer Größen ausschließt) entspricht dann einer bestimmten 
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Wahl des Koordinatensystems im Hilbertraum. — Es muß aber betont werden, 
daß diese bekannte formale Analogie gerade bezüglich des Wesentlichen, nämlich des 
physikalischen Inhalts, versagt: Die entscheidende quantenmechanische Tatsache, 
daß bei Wahl eines bestimmten Koordinatensystems im Hilbertraum eben nur die- 
jenigen ‚‚Tensoren‘“ gemessen werden können (sowie überhaupt die Art des Zusammen- 
hanges zwischen den Zahlwerten der mathematisch definierten Tensorkomponenten 
und den korrespondierenden physikalischen Größen), findet im physikalischen Inhalt 
der Relativitätstheorie keinerlei Entsprechung. P. Jordan (Rostock). 

Cassen, Benediet: Eleetromagnetie fields derived from non-commuting potentials. 
(Dep. of Phys., Unw., Princeton.) Proc. nat. Acad. Sci. U.S.A. 17, 430—434 (1931). 

Der Verf. entwickelt eine formal interessante Darstellung von a 
Feldgrößen, in welcher der Zusammenhang zwischen Feldstärken &, 9 und Vierer- 
potential ®, X derart abgeändert ist, daß z.B. 


— 


= EM. + uU UN) 


wird, was nur im Fall vertauschbarer Be W, in die gewöhnliche Formel übergeht. 
Physikalische Bedeutung kann diesen Betrachtungen jedoch — zum mindesten in der 
vorliegenden Form — nicht zugesprochen werden, da sie sich auf die nicht mögliche 
Annahme gründen, daß die elektromagnetischen Feldgrößen bei Abwesenheit von 
Ladungen durchweg vertauschbar seien. P. Jordan (Rostock). 

Dirae, P. A. M.: Quantised singularities in the eleetromagnetie field. Proc. roy. 
Soc. Lond. A 133, 60—72 (1931). 

In der Einleitung wird der Gedanke ausgesprochen, daß weitere Fortschritte 
in der physikalischen Erkenntnis viel mehr durch die Erweiterung der bestehenden 
Formalismen als durch die mathematische Formulierung von experimentellen Er- 
gebnissen erreicht werden können. Der Verf. schlägt eine Erweiterung der Theorie 
vor, die den bestehenden Prinzipien der Quantenmechanik nicht widerspricht und Kon- 
sequenzen hat, die physikalisch interpretiert werden können. An Stelle der gewöhnlichen 
_ Wellenfunktion y führt man die Funktion y, = wel ein, wo die Phase $ keine 
en Funktion zu sein braucht, doch eindeutige Ableitungen x, = = a 

- besitzt, die aber nicht überall der Bedingung en On _ 0 genügen. 


Laßt man auf die y, den Impulsoperator a 2 wirken, so kommt: 


Re iß ho h 
Ini OftıT 5 (5 Ers 27” x), 
Setzt man: rotf= . 9, gradx, — = .. so erkennt man das Prinzip der Eich- 
invarianz in moderner Fassung: Genügt y, = Wellengleichung für den leeren Raum, 
so genügt w der Wellengleichung bei Anwesenheit des äußeren Feldes. Das Feld 
äußert sich also in der Nichtintegrabilität der Phase. Die Phasenveränderung längs 
einer geschlossenen Kurve ist gleich dem magnetischen Strom durch die von ihr be- 
grenzte Fläche und ist klein, wenn die Kurve klein ist. Die Überlegung versagt, 
wenn die Funktion auf der Fläche Null wird, da hier die Phase ihren Sinn verliert 
und die Kontinuitätsbetrachtungen nicht mehr gelten. Die Phase ist immer bis auf 
ein ganzes Vielfaches von 2x unbestimmt. Da die y-Funktion komplex ist, bilden 
die Nullstellen Knotenlinien. Gehen nun Knotenlinien durch eine geschlossene Kurve, 
so ist die Phasenveränderung gleich 2 >’n + —— zB8 et (940) (*), wo In eine ganze positive 
oder negative Zahl ist, die ihre Zeichen a wenn der Umlaufsinn geändert wird. 
Der zweite Term von (*) ist für alle Wellenfunktionen der gleiche; der erste dagegen 
verschieden. Für eine geschlossene Fläche muß (*) verschwinden. Jede Knotenlinie, 
die eine geschlossene Fläche durchdringt, schneidet sie mindestens zweimal und liefert 
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deswegen zu der Summe >n Beiträge von entgegengesetzten Vorzeichen. Die Summe 
In verschwindet nicht nur in dem Fall, wenn einige Knotenlinien in dem 
von der Fläche eingeschlossenen Raume enden. Da es für jede geschlossene 
Fläche gilt, folgt, daß diese Endpunkte dieselben sind für alle Wellenfunktionen. 
Der magnetische Strom durch eine Fläche, die einen solchen Endpunkt umschließt, 


ist gleich Anu = Hy Die Theorie läßt also einzelne Magnetpole zu, deren Größe 
a ” ist, Umgekehrt folgt, daß jedes 


Partikel, welches sich im Felde eines einzelnen RER bewegt, ganzzahlige Viel- 
fache der Elementarladung besitzen muß, damit die an die die Bewegung 


ein ganzes yesliächer der Elementargröße u, = 


beschreibt, existieren kann. Vergleicht man die Beziehung 5 = = 2 mit dem Werte 
0 
der Feinstrukturkonstante 5; = = 137, so folgt u, = 1. D. h., daß die Anziehungs- 


kraft zwischen zwei er Magnetpolen vr — 4692,25mal größer ist 


als die Anziehung zwischen einem Elektron und einem Proton. Ein Grund vielleicht, 
weshalb es bis jetzt nicht gelungen ist, zwei Magnetpole zu separieren. Rumer. 


Oppenheimer, J. R.: Note on light quanta and the eleetromagnetie field. Physic. 


Rev., II. s. 38, 725—746 (1931). 

Die Arbeit untersucht die Möglichkeiten einer rein korpuskulartheoretischen 
Begründung der Lichtquantentheorie, ohne Zuhilfenahme der Maxwellschen Theorie 
als Ausgangspunkt korrespondenzmäßiger Umdeutung. Außer durch verschwindende 
Ruhmasse sind die Lichtquanten charakterisiert durch ihre Polarisationseigenschaften, 


welche unmittelbar aus den bei Absorption und Emission eines Lichtquants durch ein 


Atom geltenden Auswahlregeln erschlossen und in konsequenter Weise quanten- 
mechanisch darzustellen versucht werden. Auf diesem Wege läßt sich eine Wellen- 
mechanik des Lichtquants konstruieren, welche enge Analogien zur Diracschen Wellen- 
mechanik des Elektrons besitzt, und andererseits weitgehend übereinstimmt mit der 
durch korrespondenzmäßige Umdeutung der Maxwellschen Theorie abzuleitenden 
Quantenelektrodynamik. Einschneidende Unterschiede gegenüber der Diracschen 
Theorie des Elektrons verbleiben natürlich insofern, als kein Vierervektor existiert, der 
als „Viererstrom der Lichtquanten‘“ bezeichnet werden könnte, was mit den funda- 
mentalen Verschiedenheiten der Transformationsverhältnisse der Wellenfunktionen in 
beiden Fällen zusammenhängt. Eine Verengerung der Analogie zur Diractheorie 
— und eine Abweichung von der quantenmechanisch formulierten Maxwelltheorie — 
ergibt sich jedoch damit, daß für die Lichtquanten Zustände mit negativer Energie 
möglich werden. Diese können zwar mit einem (von Landau und Peierls herrühren- 
den) Kunstgriff unschädlich gemacht werden, solange es sich nur um das ladungsfreie 
Lichtquantenfeld handelt; bei Berücksichtigung der Wechselwirkung zwischen Licht- 
quanten und Elektronen kann dieser Kunstgriff jedoch nicht angewandt werden, 
so daß die rein korpuskulartheoretische Formulierung der Lichtquantentheorie in 
dieselben unauflösbaren Schwierigkeiten führt, wie die Diracsche Theorie. 
P. Jordan (Rostock). 

Schrödinger, E.: Bemerkung zu der Arbeit des Herrn V. Fock: ‚Die inneren Frei- 
heitsgrade des Elektrons.“ Z. Physik 70, 808—810 (1931). 

Fock, V.: Zur vorstehenden Bemerkung des Herrn E. Schrödinger. Z. Physik 70, 
811 (1931). 

Vgl. dies. Zbl. 1, 431. Nach Schrödinger kann man den von Fock eingeführten 
Zeitmittelungsprozeß ersetzen durch die von Sch. herrührende Zerlegung der be- 
treffenden Operatoren in ihren ‚geraden‘ und ‚ungeraden‘“ Bestandteil. Das ist 
jedoch, wie F. betont, nur im kräftefreien Falle möglich. (Die Focksche Zeit- 
mittelung ist nämlich bei Anwesenheit eines äußeren Feldes äquivalent mit einer 
solchen Zerlegung der Operatoren in „gerade“ und ‚ungerade Summanden, bei 
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welcher für die Definition des ‚„‚geraden‘ Teils nicht — wie Sch. — die Hamilton- 
funktion des kräftefreien Falles, sondern die dem fraglichen Fall entsprechende 
 Hamiltonfunktion zugrunde gelegt wird.) P. Jordan (Rostock). 

Racah, Giulio: Zur Theorie der Hyperfeinstruktur. Z. Physik 71, 431—441 (1931). 

Fermi hat auf Grund der Diracschen Theorie des Elektrons Formeln abgeleitet, 
die es für die Spektren der Atome mit einem Valenzelektron ermöglichen, die Auf- 
spaltung der Hyperfeinstruktur in den einzelnen Energieniveaus zu berechnen. Die 
so erhaltenen Resultate stimmen jedoch in mehreren Fällen nicht mit dem Experiment 
überein, indem z. B. bei TII der Wert des dem Kern zugeschriebenen magnetischen 
Moments sich aus den tiefsten Termen ?Pı und ?P; ganz verschieden ergibt. Der 
Verf. untersucht nun zunächst, inwiefern diese Diskrepanzen durch eine genauere 
Berücksichtigung der gerade bei schweren Elementen sehr erheblichen relativistischen 
Korrektionen zu beheben sind. Er berechnet diese zunächst für Atome mit einem 
Valenzelektron und erhält dadurch zwar eine Verbesserung der Übereinstimmung 
zwischen Theorie und Erfahrung im Falle der Terme von Tl I und TI III, aber keines- 
wegs eine gänzliche Beseitigung der erwähnten Abweichungen. Die Rechnungen werden 
dann auf Atome mit zwei Valenzelektronen ausgedehnt und auf das Spektrum des 
TI II angewandt. Die hier erhaltenen Werte für das magnetische Moment des Kerns 
stimmen ziemlich gut untereinander und mit den bei Tl III gefundenen Werte. Da 
scheinbar die empirischen Daten nicht restlos gedeutet werden können, wenn man 
dem Kern außer seiner Ladung nur noch ein konstantes magnetisches Moment zu- 
schreibt, untersucht der Verf. ferner, wie die Hyperfeinstruktur beeinflußt wird, 
wenn das elektrische Feld des Kerns achsensymmetrisch statt kugelsymmetrisch ist. 
Da dann aber die Intervallregeln ganz anders werden, als man sie experimentell ge- 
funden hat, hält der Verf. selbst diese Erklärung für ziemlich unwahrscheinlich. 

R.de L. Kronig (Groningen). 

Rosenfeld, L.: Zur korrespondenzmäßigen Behandlung der Linienbreite. (ar Tb: 
Teoret. Fys., Univ. Kopenhagen.) Z. Physik 71, 273—278 (1931). 

Die von Heisenberg kürzlich er Ale Methode (vgl. dies. Zbl. 1, 311). zur 
Behandlung der Strahlungsprobleme wird auf das Problem der Term- und Linienbreite 
angewandt. Zur Vereinfachung wird zunächst angenommen, daß nur ein einziger 
Übergang zum Grundzustand im Spektrum mit merklicher Intensität vorkommt; 
zur Zeit t = 0 sei das Atom im angeregten Zustand. Dann lassen sich die Gleichungen, 
welche die Wechselwirkung zwischen Atom und Strahlungsfeld beschreiben, durch 
den Ansatz lösen: Wahrscheinlichkeitsamplitude für den Aufenthalt des Atoms im 
Ausgangszustand — e”2”7. Man findet, daß I’ die spontane und erzwungene Aus- 
strahlung in bekannter Weise enthält und daß die Paradoxien, die in der Diracschen 
Behandlung des gleichen Problems auftreten, hier vermieden werden. Die Größe 
4rI' gibt die reziproke Lebensdauer, d.h.die „Breite“ des angeregten Energie- 
niveaus an, also in diesem einfachen Fall zugleich die Breite der Emissionslinie. Auch 
für den Fall, daß mehrere Zustände angeregt sind, läßt sich ein einfacher Ausdruck für 
die Linienbreite angeben; sie ist gleich der Summe der Breiten des Anfangs- und des 
Endniveaus der Linie, wie korrespondenzmäßig zu erwarten war. Die „natürlichen“ 
Breiten der Niveaus (sie sind nur durch spontane Ausstrahlung hervorgerufen) 
werden gleich der Summe über alle Übergangswahrscheinlichkeiten vom betrachteten 
Energieniveau zu allen tieferen. K. Bechert (München). 

Podolanski, J.: Über ein in der Wellenmechanik auftretendes Integral. (Theoret.- 
Phys. Semin., Unw. Jena.) Ann. Physik, V. F. 10, 868—872 (1931). 

Ein in der Austauschenergie zweier Atome auftretendes Integral, dessen Be- 
rechnung bisher nur für Wasserstoffatome im Grundzustand oder ersten Anregungs- 
zustand gelungen war, wird allgemein für Wasserstoffatome ausgerechnet. Hund. 

Podolanski, Julius: Die Anwendung der Ritzschen Methode auf Polarisations- 
probleme in der Wellenmechanik. Polarisationskräite zwischen zwei Wasserstoff- 
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atomen. (Theoret.- Phys. Semin., Umw. Jena.) Ann. Physik, V. F. 10, 695—714 
(1931). 

De Einwirkung zweier H-Atome im Grundzustand aufeinander ist nach der 
Ritzschen Methode zuerst von Wang untersucht worden. Während sein Ansatz sich 
von einer Linearkombination der Eigenfunktionen der beiden Atome nur durch eine 
Kontraktion unterschied, wird hier unter Verwendung zahlreicher Parameter und für 
beliebige gleiche Anregungszustände (n) der beiden H-Atome ein Ansatz für die Eigen- 
funktion gebildet, der unserer anschaulichen Vorstellung der gegenseitigen Polari- 
sation der H-Atome entspricht. Die Polarisationsenergie wird als Funktion der Para- 
meter berechnet und durch geschickte Wahl von Parameterwerten für n—=1 und 
n = 2 numerisch bestimmt. F. Hund (Leipzig). 

Weyl, Hermann: Zur quantentheoretischen Berechnung molekularer Bindungs- 
energien. II. Nachr. Ges. Wiss. Göttg., Math.-phys. Kl. H. 1, 33—39 (1931). 

Die Note schließt ab die grundlegenden Untersuchungen des Verf. über die Quan- 
tentheorie der Spinvalenz. Vernachlässigt man die dynamische Wirkung des Spins 
und beschränkt sich auf den für die Praxis wichtigsten Fall der Valenzelektronen (Ab- 
wesenheit von abgeschlossenen Schalen), so lauten die Eigenfunktionen der einzelnen 
Atomeu, (X, 23; -- :) @a(01 02, - - -), wo u„nur von den Lagekoordinaten, @,nur von den 
Spinvariablen abhängen. Dabei sind «, antisymmetrisch, @, symmetrisch in den Argu- - 
menten. Da o;nur zwei Werte annehmen kann, ist 9, nur (a+1) Werte fähig. Die Eigen- 
funktion des Moleküls ist in nullter Näherung das Produkt u,(2) w(Y)...Pa(0) (x). : 
= u(®, Y,...)9(0,%,...), wo (2,0), (y,%), ... die Koordinaten sämtlicher Elek- 
tronen der einzelnen Atome bezeichnen. Das Pauli-Prinzip fordert Antisymmetrie in 
allen Elektronen des Moleküls. Die ihm genügende Eigenfunktion ist offenbar 


EEE, Y% ...)9(9%,...); 


wo über alle Permutationen P zu summieren ist und ö&p=-:1 je nachdem, ob Peine 
gerade oder eine ungerade Permutation ist. Das quantenmechanische Eigenwert- 
problem lautet nun: Hxy = Ey(*), wo H der Energieoperator ist. Bezeichnen wir 
die von den Lagekoordinaten unabhängigen Größen öp Po(o, x, ...) mit 9p, die Funk- 
tion Qu(z, y, ...) mit ug so erhalten wir aus (*) durch Multiplikation mit u$ und 
Integration über alle Lagekoordinaten das algebraische Eigenwertproblem 


ZHrg — EGpo)YP=I(*), 
wo H und@G g=(a+1)(b-+1)...-reihige Matrizen sind: 
Hpa = Öpög| Pu* - HQudr; Gpa = Öpöo[ Pu*Qudr. 
Mit der Bezeichnung QP "1= R]äßt sich (**) auch so schreiben: >) (Hr — EGz) RP,—=0. 
R 


Das g-reihige Eigenwertproblem läßt sich noch reduzieren, wenn man das Verhalten 
der Spingrößen bei einer Drehung berücksichtigt. Ist die spektroskopische Multiplizi- 
tät des Moleküls 2s + 1, so transformieren sich die Spinfunktionen @p nach einer 
(2s + 1)-reihigen Darstellung der Drehgruppe. Da bei einer Permutation, die nur 
Elektronen innerhalb eines Atoms vertauscht, @ unverändert bleibt, können die Spins 
in demselben Atom mit einem Buchstaben bezeichnet werden. Verf. gibt eine ein- 
fache Regel, die zu jedem Werte des Gesamtspins zugehörige Spinfunktionen aufzu- 
stellen. Es ist: 9 = [0, A]*[o, u [A, u. . . [o, 1%: [A, 1» [u, 1%, wo l der der Leere zu- 
geordneter Hilfsspin ; [0,4] = 0, Ag — 03 A, (1 bedeutet: der Spin ist nach rechts gerichtet, 
2 nach links); &, ß,y..... die Anzahl der Valenzstriche zwischen den Atomen A, und 4;, 
A, und Au ..:; %, 9% d%y... die Anzahl der freien Valenzen bei Atomen A,, Ay... Es 
ist 9% +%-+ :-- =2s, und 0,4, u kommen in ® so oft vor, wieviel ihre Wertigkeit 
beträgt. Vertauscht man nun in © die o, A, u, so entstehen genau so viele linear unab- 
hängige @’s, wieviel es bei der vorgegebenen Multiplizität Molekülzustände gibt. Da 
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man sich bei Störungsrechnung nur auf Transpositionen zwischen zwei Elektronen 
aus je zwei verschiedenen Atomen beschränken kann, so haben wir 
Gele Hd, Hits 

‘wo G;,, Hi. für feste Atomabstände bestimmte Zahlen sind, die Z,. dagegen Ver- 
tauschungsoperatoren. Die Operation t; „9 ist auf eine algebraisch handliche Form 
gebracht und drückt sich durch den Polarenprozeß aus. Es stellt sich heraus, das die 
Spinfunktionen & den verschiedenen Valenzkonfigurationen des Moleküls zugeordnet 
werden und diese Valenzzustände beschreiben. Die Energie befindet sich aber mit 
der Valenz nicht gleichzeitig auf Hauptachsen, und einem reinen Energiezustand ent- 
spricht ein Gemisch von Valenzzuständen und umgekehrt. Rumer (Göttingen). 

Wheeler, T. S.: Zur allgemeinen Theorie der Lösungen starker Elektrolyte. Physik. 
2. 32, 674—680 (1931). 

Es wird untersucht, welche thermodynamischen Gesetze und Beziehungen für 
Lösungen starker Elektrolyte gültig sind, wenn zwischen den Ionen des Elektrolyten 
nicht das Coulombsche Gesetz, sondern ein solches der allgemeineren Form K,, = (z{ e*) 
(23 e®)]D’ r" (K,, Kraft, z,, 2, Wertigkeiten, e Elementarlandung, D Dielektrizitäts- 
konstante, r Abstand, &, s, n unbestimmte Exponenten) gilt; und wie die dann folgenden 
allgemeinen Gesetzmäßigkeiten in diejenigen übergehen, welche bei Coulombschen 
Kräften («=1, s=1, n=2) gelten. Dabei werden die Beziehungen zwischen den 
Theorien von Gosh, Milner, Debye und Hückel aufgezeigt. Hückel (Stuttgart). 

Slater, J. €.: The quantum theory of the equation of state. (Massachusetts Inst. 
of Technol., Cambridge [U.S.A.].) Physic. Rev., II. s. 38, 237—242 (1931). 

Verf. diskutiert zuerst die wellenmechanische Formel für die Wahrscheinlichkeit, 
ein Gasmolekül an einem Ort mit Potential V anzutreffen, welche klassisch proportional 
e-’/kT ist. An zwei Beispielen zeigt er, daß die Abweichung von der klassischen Ver- 
teilung nur dann merklich ist, wenn das Potential sich schon innerhalb einer Wellen- 
länge stark ändert. Weiter verfolgt er die klassische Ableitung der Zustandsgleichung 
mittels der Gibbschen kanonischen Gesamtheit und die analoge wellenmechanische. 
Schon die Berechnung der Abweichung von den idealen Gasgesetzen analog der von 
v.d. Waals wird sehr verwickelt, da man die Eigenfunktionen für das Zweikörper- 
problem (Begegnung zweier Moleküle) braucht. Es folgt aber aus einer Überschlags- 
rechnung, daß nur für He und H, merkliche Abweichungen vom klassischen Wert zu 
erwarten sind, und zwar wird der Einfluß der Anziehung verkleinert erscheinen. 

F. Zernike (Groningen). 

Muto, Toshinosuke: Note on the photoeleetrie effeet by relativistie wave equation 
of Dirac. Sci. Pap. Inst. phys. a. chem. Res. 15, 111—126 (1931). 

Die Arbeit beschäftigt sich mit dem Photoeffekt auf Grund der Diracschen Wellen- 
gleichung. (Vgl. hierzu die in dies. Zbl. 2, 97 ref. Arbeit von F. Sauter.) In Teil I 
wird die Störung eines Atoms durch eine Lichtwelle, an Hand der Diracschen Glei- 
chungen erster Ordnung, in erster Näherung nach der stationären Methode berechnet 
[s. z. B. I. Waller, Z. Physik. 61, 837 (1930) u.a. m.] In Teil IL wird [im Anschluß 
an eine nichtrelativistisch durchgeführte Untersuchung von H. Bethe, Ann. Physik. 
4, 493 (1930)] explizite gezeigt, daß bei Verwendung der nichtstationären Methode (der 
Variation der Konstanten), ebenso wie bei der stationären Methode, nur eine auslau- 
fende und keine einlaufende Elektronenwelle resultiert. Teil III zeigt, daß der in I 
erhaltene Ausdruck für die Photoemission mit dem von Szceniowski [Physic. Rev. 
35, 347 (1930)] übereinstimmt, der die Störungsrechnung an Hand der (iterierten) 
Diracschen Gleichungen 2. Ordnung durchführte. Die Photoemission wird — wie bei 
Szceniowski — aus der Dichte (anstatt aus dem Strom) berechnet. @uth. 

Bragg, W. L.: The architeeture of the solid state. Nature (Lond.) 1931 II, 210—212 
u. 248—250. 

Kelvin Lecture vor der Institution of Electrical Engineers, April 1930. Der Vor- 
trag schildert zuerst die typische Elektronenverteilung in den 3 Klassen fester Körper: 
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den Metallen, organischen und anorganischen festen Verbindungen. Der Hauptteil 
des Vortrags behandelt die anorganischen festen Körper und ihre Kristallstruktur. 
Unsere Vorstellungen über das Zustandekommen der technisch wichtigen Eigenschaften 
der festen Körper (Wärmeausdehnung, Wärmeleitfähigkeit, Kristallform, Zugfestig- 
keit usw.) werden kurz geschildert und der Unterschied zwischen idealem und realem 
Kristall betont, der gerade in diesen Fragen deutlich hervortritt. Bechert (München). 
Bloch, F., und 6. Gentile: Zur Anisotropie der Magnetisierung ferromagnetischer 
Einkristalle. (Inst. f. Theoret. Phys., Uni. Leipzig.) Z. Physik 70, 395—408 (1931). 
Die stärksten Kräfte, die in einem ferromagnetischen Körper wirksam sind, sind 
die elektrischen Kräfte zwischen den Elektronen. Sie reichen bereits zur qualitativen 
Erklärung der Existenz des Ferromagnetismus aus. Berücksichtigt man jedoch nur 
diese Kräfte, so sind alle Richtungen im Kristall gleichberechtigt, weil die ‚Austausch- 
energie‘ nur davon abhängt, welche Symmetrie die Eigenfunktionen haben, d.h. 
wie viele Spins parallel stehen, aber nicht davon, in welcher Richtung sich diese be- 
finden. Um also die Richtungsabhängigkeit der Magnetisierung in Einkristallen zu 
verstehen, muß man außerdem die magnetischen Kräfte zwischen den Elektronen- 
spins (und evtl. auch die zwischen Spin und Bahn) berücksichtigen. Dies läßt sich in _ 
einfacher Weise nur dann durchführen, wenn man das äußere Feld schon als groß gegen- 
über diesen Kräften ansehen kann. Für diesen Fall werden die Rechnungen in erster _ 
Näherung durchgeführt, für den Spezialfall kubischer Symmetrie, in dem die erste 
Näherung verschwindet, in zweiter Näherung. Sowohl die Größenordnung wie die 
Richtungsabhängigkeit ergibt sich in befriedigender Übereinstimmung mit den experi- 
mentellen Daten. Peierls (Zürich). 
Allis, W. P., und P. M. Morse: Theorie der Streuung langsamer Elektronen an 
Atomen. (Inst. f. Theoret. Phys., Uni. München.) Z. Physik 70, 567—582 (1931). 
Die Beugung von Elektronenwellen an Atomen wird berechnet mit Hilfe einer 
Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen, wobei das Atom als Kern mit einer Elek- 
tronenschale idealisiert und Austausch vernachlässigt wird. Die Wirkungsquerschnitts- 
kurven dieses Modells sind Funktionen zweier Parameter £ und r,, wobei r, der Radius 
der Elektronenschale und 5? =zr,/2 bedeutet (z = Kernladungszahl). ö bestimmt 
den Kurventypus. Die Kurven sind quasi-periodisch in diesem Parameter, und die 
Perioden stimmen mit denen des periodischen Systems überein. r, bestimmt die Quer- 
schnitts- und auch die Geschwindigkeitsskale. Eine Methode zur Berechnung von ß 
und r, für ein beliebiges Atom wird gegeben, wobei gute allgemeine Übereinstimmung 
mit der Erfahrung gefunden wird. Waller (Zürich). 
Herzfeld, Karl F.: Radiation of multipoles. (Phys. Rev. 37, 253, 1931.) (Dep. o} 
Phys., Johns Hopkins Unw., Baltimore.) Physic. Rev., II. s. 37, 1673 (1931). 


Vgl. dies. Zbl. 1, 101. Berichtigung einer Reihe von Druckfehlern in den Formeln der 
zitierten Note des Verfassers. Peierls (Zürich). 


Astronomie und Astrophysik. 


Boda, K.: Entwicklung der Störungsfunktion und ihrer Ableitungen in Reihen, 
welche für beliebige Exzentrizitäten und Neigungen konvergieren. Astron. Nachr. 243, 
17—42 (1931). 

The author aims to find a method permitting the expansion of disturbing function 
in all possible cases i.e. for any excentricity and inclination and any semiaxes ratio. 
This expansion is intended to be of most general character; practical applications are 
reserved for further communication. The choice of independent variable is to be made 
according to the following principle. The desired variable must vary slowly in the 
neighbourhood of disturbing body, but undergo quick changes in the remotest part of 
the orbit. The time i does not satisfy this requirement, while the true longitude does. 
After giving convergent expansions of the powers of power and trigonometric series, 
valid for any exponents, the author proceeds to expand the powers of r and t as func- 


sil 


Desin? 4v 
,\ (therefore 


r= g/l — h) it is possible to find an expansion of (= in powers of } with the coeffi- 


tions of true anomaly in undisturbed motion. Putting h= 


_ eients-polynomial in cos v and its multiples. This expansion converges for any e 
except when r = oo, when it becomes meaningless. The expansion of negative powers of 
A=(r®-+r2— 2rr' cos H) is made using the same substitution r=q/1—h 
where gq can be considered as the smallest perihelion distance for the interval of time 
goriin-») 
Ar 
triple series (fundamentally power series in h) is obtained. After these preliminaries 
the expansion of the disturbing function and its derivatives presents no difficulties. 
The resulting expansion is valid for any excentrieity, inclination and semiaxes ratio. 
The author intends to give practical applications in further publication. 
B. P. @erasimovie (Charkow). 
Hnatek, A.: Diskussion eines künstlichen Beispiels für mehrfache Lösungen bei 
der parabolischen Bahnbestimmung. Astron. Nachr. 243, 229—234 (1931). 


covered by the expansion. In such a way the expansion of in a convergent 


Neugebauer, P. V.: Zur Bereehnung der Mondfinsternisse. Astron. Nachr. 243, 
245—248 (1931). 


Fleteher, Alan: Note on astronomical refraetion. Monthly Not. roy. astron. Soc. 
91, 559—562 (1931). Mi 
If we make the nearly Laplacian hypothesis that »’ = logu = ol + jet, 


y 
2 ,,2 

where C, f and } are independent of u, - 1), the refraction can be 
070 


found by direct integration. It remains to relate C, f and I with the quantities »,, Kg 
and H,, which at a given place of observation are determined mainly by the atmo- 
spheric density, temperature and vertical temperature gradient respectively. These 
relations have been found by Laplace in Mecanique Oeleste to a certain degree of ap- 
proximation. The author carries the approximation to a higher degree and shows that 
for zenith distances less than 85° the small differences (fractions of a second) which 
exist between the results of Laplacian theory and the tables based on Radau’s more 
elaborate theory are reduced by about 40 per cent by using new formulae for C, f 
and |. B. P. Gerasimovie (Charkow). 


Zanstra, H.: Untersuchungen über planetarische Nebel. II. TI. Parallaxen. Ex- 
pansion der Nebelhüllen. (Natuwurkundig Labor., Univ. Amsterdam.) Z. Astrophys. 2, 
329—344 (1931). 

Die Differenz d = m, — m, (photographische Helligkeit des Zentralsterns — visuelle Ge- 
samthelligkeit des Nebels), die der Verf. im I. Teil (s. dies. Zbl. 1,42) nach Curtis, Hubble, 
van Maanen und Hopmann, Holetschek für 22 Nebel gab, läßt sich als linear abhängig 
von m, darstellen: m, = 10,4 + 0,7 d. Verf. deutet dies Resultat so, daß auch für die abs. 
Größen eine Beziehung M, = M, + 0,7d erfüllt sein muß. Er ermittelt M, wie folgt aus 
‚den Radialgeschwindigkeiten v der Zentralsterne (Campbell und Moore). Nach der Theorie 
der Rotation der Milchstraße von Oort gilt v= Arsin2(l—I,) cos? b; für r in Parsek ist 
zu setzen logr = 0,2 (m, — M,) + 1 = 0,2 (m, — 0,7d)—0,2(M„—5). Für A wird 
0,0155 km/sec "! pro Parsek nach J. S. Plaskett angenommen. Die Ausgleichung liefert 
aus 35 Nebeln die Konstante M, = + 0,8 + 0,7 m.F. Mit M, werden die abs. photogra- 
phischen Helligkeiten der Zentralsterne M,pn berechnet und diese auf bolometrische Hellig- 
keiten M,voı korrigiert. Die Annahme einer konstanten M,»oı = 0%,0 verträgt sich mit den 
Beobachtungen. Setzt man einen Minimalwert von 2 Sonnenmassen an, so variiert die 
minimale Dichte der Zentralsterne zwischen 20 und 75000 & cm?. Die Abschätzung der 
Totalmasse der Nebelhülle mit dem Wert des Absorptionskoeffizienten von H an der Grenze 
der Lymanserie nach Sugiura führt auf die Größenordnung !/,,o Sonnenmasse. Eine von 
Campbell und Moore gefundene Aufspaltung der N u,-Linie in vielen Nebeln wird als Doppler- 
effekt, hervorgerufen durch Expansion der Nebelhülle, gedeutet. Beim Crabnebel (N.G.C. 
1952) führt die Verbindung von Parallaxe und der auf der photographischen Platte gemessenen 
Expansion auf die richtige Größenordnung der spektroskopischen Expansionsgeschwindigkeit 
und stützt damit die oben abgeleiteten Parallaxen. R. Wildt (Göttingen). 
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Moreux, Th.: Comment s’est form& le systeme solaire. I. Pt.: La formation des 
planttes. (Observ., Bourges, France.) Scientia (Milano) 50, 147—156 (1931). 

Es wird die Entstehung unseres Sonnensystems erklärt, indem das Verhalten 
eines rotierenden Sternes beim Eindringen in meteoritische Wolken als Grundursache 
der Planetenbildung betrachtet wird. Es gelingt dem Verf., verschiedene Punkte 
von kosmogonischer Wichtigkeit zu erklären, so z. B. das Bodesche Gesetz, die ver- 
schiedenen Neigungen der Planetenbahnen u.a.m. Hubert Slouka (Prag). 

Bucerius, H.: Kosmische Zerfallshypothese. Astron. Nachr. 243, 235—240 
(1931). 

Es wird eine kosmische Zerfallshypothese zur Erklärung des Novaprozesses ent- 
wickelt, indem dieser mit dem Atomkernzerfall im Sinne der Rutherfordschen Theorie 
verglichen wird. Die Möglichkeit einer solchen Analogie sieht der Verf. in der Tatsache, 
daß von dem Stern, welcher in das charakteristische Novastadium eingetreten ist, 
Materie mit großer Geschwindigkeit abgestoßen wird. Die zwei Arten Nebel, die bei 
der Entstehung von Novae gebildet werden, sollen analog den &- und ß-Strahlen sein; 
der Verf. findet die Hauptzüge des Atomzerfalls auch beim Novaeprozeß wieder. 
Auch das Vorhandensein einer den y-Strahlen analogen elektromagnetischen Strahlung 
beim Sternzerfall hält Verf. für sicher, obwohl eine solche noch nicht bekannt ist. Das 
Novaproblem teilt er in ein genetisches und phänomenologisches, beim zweiten unter-. 
scheidet er ein mechanisches und ein thermodynamisches. Gegenüber der allgemein 
geltenden Meinung, daß die thermodynamische Seite des Problems wichtiger ist, 
glaubt der Verf. an die überwiegende Wichtigkeit der mechanischen Seite. Den mecha- 
nischen Novaprozeß erklärt er durch nachfolgende Abstoßung von Kugelschalen, 
wobei mechanische Stoß- oder Momentkräfte auftreten. Werden die beobachteten 
Schalendurchmesser bei einer Novabildung mikrometrisch gemessen, so kann man, 
den theoretischen Ausführungen des Verf. folgend, eine Bahnbestimmung der aus- 
gestoßenen Masse vornehmen. ‚Die schnelle Abnahme der Helligkeit der Novae 
und die entsprechende Zunahme an Temperatur erklärt der Verf. bei Zuhilfenahme 
des zweiten Newtonschen Axioms, durch große, nach dem Innern des Sternes gerichtete 
Stoßkräfte, die eine Kompression der Materie verursachen sollen und zur Bildung von 
Zwergsternen Anlaß geben könnten. Verf. betrachtet die Anzahl der in der Zeiteinheit 
zerfallenden Sterne der Anzahl der zerfallsfähigen proportional; kommen bei einem 
Stern mehrere Novaprozesse vor, so kann man die Formeln des radioaktiven Gleich- 
gewichtes anwenden. Man kann also annehmen, daß das atomare und das kosmische 
Entstehungsproblem von gleicher Struktur seien. Hubert Slouka (Prag). 

Kothari, D. S.: A note on the equilibrium between radiation and matter and de- 
generaey. Philosophie. Mag., VII. s. 12, 657—664 (1931). 

Es wird die Sternsche Formel abgeleitet, aus der man sofort ersieht, daß, wenn 
sich Masse mit Strahlung in Gleichgewicht befindet, die erstere bei einer bestimmten 
Temperatur nie eine genügende Konzentration erlangen kann, um als entartetes Gas 
behandelt werden zu können. Der Gültigkeitsbereich der Sternschen Formel wird 
untersucht und auf das Überschreiten der Bedingung, daß die Masse elektrisch neutral 
sein soll, hingewiesen. Die Umwandlung der Masse in Energie betrachtet der Verf. 
als einen Atomprozeß, d.h. Elektronen und Protonen werden immer gleichzeitig in 
Strahlung verwandelt und nicht gesondert. Verf. leitet die Kasselsche Formel für nicht- 
entartete Gase ab, die er für den entarteten Fall umformt. Trotzdem die Kasselsche 
Formel streng nur für nichtentartete Fälle gilt, bleibt ihre Gültigkeit für alle Fälle 
beibehalten, da der entartete Fall, wie der Verf. zeigt, unmöglich zustande kommen kann. 
Masse in Gleichgewicht mit der Strahlung kann also bei keiner Temperatur eine 
genügende Konzentration erlangen, die eine Entartung zustande kommen lassen würde. 
Nach Milne sollen die weißen Zwerge sich im entarteten Zustand befinden; soll man 
jedoch ihre Masse als im Gleichgewicht mit der Strahlung befindlich ansehen und stimmt 
der Mechanismus der Massenumwandlung in Energie mit den üblichen Ansichten 
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überein, so können die Elektronen in den weißen Zwergen bei keiner Temperatur ein 
entartetes Gas bilden. Hubert Slouka (Prag). 

Freundlich, E.: Der innere Aufbau der Sterne nach E. A. Milne. Naturwiss. 1931 II, 
685—688. 

Referat über eine Arbeit von Milne [Month. Not. roy. astr. Soc. 91, 4-55 (1930)]. 

Heckmann (Göttingen). 

Milne, E. A: The configuration of stellar masses. Observatory 54, 243—251 (1931). 

Verf. setzt die Grundlagen seiner in Monthly Not. ofthe Royal Astr. Soc. Nov. 1930 
'erschienenen Abhandlung ‚The Analysis of Stellar Structure‘ auseinander. Aus- 
drücklich betont er, daß seine Methode in der Untersuchung der möglichen Gleich- 
gewichtsfiguren einer beliebigen Masse von beliebiger Leuchtkraft besteht, im Falle, 
daß die möglichen Phasen, die die Materie annehmen kann, gegeben sind. Wenn solche 
Gleichgewichtsfiguren gefunden werden, so kann man sie mit den beobachteten Stern- 
strukturen vergleichen. Es wird die Integration nach dem Innern eines Sternes erklärt 
und die resultierenden Gleichgewichtsfiguren, die der Verf. „collapsed“, „diffuse“ 
und „centrally-condensed‘“ nennt, beschrieben. Die Eddingtonschen Einwürfe gegen 
die Milnesche Theorie werden als nichtig erklärt, insbesondere da der Verf. seine eigenen 
Arbeiten nicht als eine neue Theorie des Sternaufbaues betrachtet, sondern in ihr nur 
einen Versuch sieht, die Frage: ‚Welche sind die Gleichgewichtsfiguren eines Sternes 
der Leuchtkraft Z und der Masse M ?“ möglichst vollständig zu beantworten. 

Hubert Slouka (Prag). 

Eddington, A. $S.: Stellar structure. Z. Astrophys. 3, 129—141 (1931). 

The paper is an examination of Milne’s theory of the constitution of the stars. 
This theory suggests very high central temperatures and densities for ordinary stars. 
The author has however attempted to evaluate upper limits for these quantities (s. dies. 
Zkbl. 2, 99) and obtains values much below Milne’s estimates. He therefore considers 
that the success of Milne’s theory in predicting conditions favourable to the liberation 
of subatomie energy is illusory. Secondly he argues from a previous theorem (s. dies. 
Zbl. 2, 100) that only white dwarfs, and not ordinary stars, can have the dense centres 
proposed by Milne. He points out that a perfectly gaseous star may nevertheless have 
a high density region of a different kind provided the coefficient of opacity can be 
shown to vary in a suitable manner. Next he considers that the difficulty about the 
magnitude of the coefficient of opacity has not been removed, and suggests that the 
solution is to be found in the abundance of hydrogen in the stars. He further criticises 
Milne’s theory as deficient in its treatment of secular instability, in particular with 
respect to the dependence of the rate of energy generation upon the physical state of 
the stellar interior. Another difficulty is to explain how it is possible, in the evolu- 
tionary process, for a star ever to get into one of Milne’s “centrally condensed” states. 

W. H. McOrea (Edinburgh). 

Atkinson, R. d’E.: Atomie synthesis and stellar energy. ‚I. u. II. Astrophys. J. 
73, 250—295 u. 308—347 (1931). 

A brief report of this work has been reviewed in this Zbl. 2, 235. Its aim is 
to give a theory of atomic synthesis in the interiors of stars which will account for 
their energy-generation and for the relative abundance of the elements found in them. 
The author bases his theory on the following assumptions: I There exists a “process A“, 
essentially the Gamov process of penetration of nuclei by &-particles, here applied to 
protons; and a proton which penetrates a nucleus usually remains inside. II At certain 
stages in its synthesis a nucleus may incorporate additional electrons. III There exists 
a second synthesis process, “process B”, less active than A for small values of the 
atomic number Z, but more active for high values of Z. IV There exists nuclear dis- 
integration as givenby Gamov’s theory of the mass-defect and nuclear stability. V The 
Beryllium isotope Be? disintegrates with a period of about 10%5 years. Assumption 
II is arbitrary; but the author considers that something of this nature is demanded 
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by the abundance of heavier elements. Assumption V is introduced to account for 
energy-generation in low temperature giant stars, and reasons for its plausibility are 
offered. A star then is supposed to start as a mass of hydrogen in which some other 
light nuclei make their appearance. The subsequent energy-generation is supposed 
due to the following cycle: These light nuclei absorb protons and electrons according 
to Iand II, emitting the mass excess in the form of radiation; when the point of instabi- 
lity according to IV is attained the nucleus emits «&-particles; the process then re- 
peats itself, starting afresh with these &-particles. Process B carries the synthesis on 
to heavier nuclei. The author finds that these processes become operative at temper- 
atures of the order of those given by Eddington’s theory of stellar constitution and 
so adopts his models, with certain modifications suggested by Jeans, and with 
Russell’s estimate of the hydrogen content. He finds that for the greater part of a 
star’s lifetime the rate of formation of helium must be nearly constant. So after the 
initial mass of hydrogen has contracted till a suitable central temperature is reached 
and the energy-generation is thus stimulated, it is found that the star should afterwards 
slowlyexpand. This forms the basis of his theory of the main stellar sequence. Applied 
to the sun it gives a central temperature of 16 million degrees, which is found to agree 
with that for a polytrope of suitable constitution. The author finds all the main feat- 
ures of Russell’s observed relative proportions of the elements to be reproduced 
by the theory. He next finds assumption V sufficient to account for the energy-gener- 
ation in low density giants, and obtains central temperatures of the order of 4 million 
degrees. The same theory suggests an explanation of the Hertzsprung gap in the 
Hertzsprung-Russell diagram. The origin of the low density is attributed to a rapid 
“rebound” from the initial contraction. Various problems connected with stability, 
variability, binary stars, and cluster stars, are discussed. The theory predicts that the 
white dwarf stage will be reached when electrostatic forces succeed in expelling the re- 
maining hydrogen from the central regions of the star. The synthesis process will then 
stop, and the star will contract to a state of high central density and temperature. The 
gravitational energy thus liberated may be sufficient to supply the subsequent radi- 
ation. In conclusion comparison is made with other theories, and difficulties concerning 
the time-scale are considered. The paper does not give the mathematics of the subject. 
W. H. MecCrea (Edinburgh). 
Hopf, Eberhard: Über den Polytropenindex eines Sternmodells. IH. Z. Astrophys. 
3, 108—115 (1931). 
In dieser ergänzenden Note zu zwei vorangehenden Abhandlungen (vgl. dies. Zbl. 2, 
232 und 233) versucht der Verf. die Theorie polytroper Sternmodelle in vereinfachter 
Weise darzulegen. Er bringt die Gleichung des mechanischen Gleichgewichts für einen 
kugelsymmetrischen Stern durch Einführung eines allgemeinen Polytropenindex n sowie 
zweier Größen x, y auf eine neue Form. Es ist 
dog _ nn 
dlogP nH+1’ 
wo n der allgemein definierte Polytropenindex ist und 
720° 1 dlogP 
er YemaTz dlogr ’ 
wobei o die Dichte und P den Gesamtdruck bedeutet. Durch eine Transformation 
erhält man folgendes Differentialsystem erster Ordnung 
: n—|1 
[= 221 — rg) 
5 2 
1 43° = y+2). 
Verf. untersucht die Lösungskurven für ein konstantes n und findet, daß eine 
Polytrope drei verschiedene Formen haben kann, und zwar: a) die Emdenlösung (Em- 
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dens Modell mit endlicher Zentraldichte), b) Milnes Modell mit unendlicher Zentral: 
dichte (centrally condensed polytrope), c) Milnes collapsed polytrope (Lochmodell). 
Verf. bespricht Milnes Versuch mit Hilfe der Fermi-Dirac-Statistik die in der Lösung b) 
verlangte unendliche Zentraldichte einwandfrei zu erklären. Hubert Slouka (Prag). 
Vogt, H.: Wärmeleitung und innere Reibung überdichter und aus entarteter Materie 
bestehender Sterne. (Univ.-Sternwarte, Jena.) Astron. Nachr. 243, 197—202 (1931). 
» In order to calculate the flow of heat w across unit area per unit time in a radial 
(x) direction in a star, the author employs the Lorentz-Sommerfeld method of 
introducing a perturbing term into the velocity distribution function of the energy 
carriers. These are in his case the free electrons, for which he employs the usual de- 
generacy conditions. He finds for a highly ionised, highly degenerate gas 


0 4m Man „dT 
aaa a Me (1) 
while for a highly ionised, non-degenerate gas, 
& k2 dl, 
a HT, 2 
3 3 Y(2ramk) / dx (2) 


where n is the number of electrons per unit volume, I their free path (assumed con- 
stant), and the other symbols have their customary significance. Equation (1) depends 
on & second approximation, since in a degenerate gas the first order terms are inde- 
pendent of T, and so give zero energy flow. The corresponding viscosity coefficients 
are found to be | 


degenerate gas (first approximation) 7 = el a 


2 1/2mkT 
non-degenerate gas n=3 5 


The effect of allowing for the variation of / with the velocity is finally discussed. 
W.H. Me Orea (Edinburgh). 

Kothari, D. S.: A note on the white dwarfs and the electrostatie eorreetion. Philo- 
sophic. Mag., VII.s. 12, 665—676 (1931). 

Verf. untersucht die Bedeutung der elektrostatischen Korrektion für die Theorie 
der weißen Zwerge. Diese sind aus freien Elektronen, die der Fermi-Diracschen Statistik 
gehorchen, und aus losen Atomkernen zusammengesetzt. Nach der Fowlerschen Methode 
wird die elektrostatische Korrektion abgeschätzt, sie erhöht die Dichte der weißen 
Zwerge um ungefähr 50%, gegenüber der berechneten Dichte ohne Rücksichtnahme 
auf die elektrischen Kräfte. Der Einfluß der Relativitätskorrektion, auf die Stoner 
[Philosophic. Mag., VII.s. 9, 944 (1930)] aufmerksam gemacht hat, wird auf 10% 
geschätzt, um die der Wert der Stonerschen Grenzmasse herabgesetzt wird. Zum Ver- 
gleich schlägt der Verf. noch einen zweiten Weg vor, um die elektrostatische Korrektion 
zu berechnen. Er geht ähnlich wie Rosseland [Monthly Not. of the Roy. Astr. Soc. 
84, 720 (1920)] vor, doch zum Unterschied von ihm verläßt er die klassische Statistik 
und betrachtet die Elektronen im vollständig entarteten Zustande. Das Resultat 
der ersten Berechnung der elektrostatischen Korrektion wird bestätigt. Die von Stoner 
bestimmte Grenzmasse für einen völlig entarteten Stern wird bei Zuhilfenahme der 
Theorie der polytropen Gaskugeln als richtig befunden. Hubert Slouka (Prag). 
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Cassinis, G.: Progressi e tendenze nei procedimenti per determinazioni di gravitä 
relativa. (R. Scuola di Ingegneria, Pisa.) Boll. Comitat. naz. ital. per la Geodesia e 
Geofis., II. s. 1, 65—73 u. 81—91 (1931). 

Ausführlicher Bericht über die in den letzten Jahren erzielten Fortschritte auf 
dem Gebiete der Schwerkraftmessung. Der Verf. beschäftigt sich zuerst mit den Ver- 
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besserungen, die das auf Sterneck zurückgehende Verfahren der relativen Schwer- 
kraftmessung durch die Berücksichtigung des Mitschwingens der Unterlage, durch den 
Einschluß der Pendel in luftdichte Kammern und durch die Verwendung des Invar und 
anderer Legierungen bei der Erzeugung der Pendel erfahren hat. Einen breiten Raum 
im Berichte nehmen die neueren Verfahren zur Registrierung der Pendelschwingungen 
ein; die Versuchsanordnung von Vening Meinesz, Lenox Conyngham, Meisser 
und Martin, Heiland, Lejay, Mahnkopf und Schmehl werden eingehend be- 
sprochen. Nicht weniger ausführlich wird der Untersuchungen bzw. Konstruktionen 
neuer Pendelformen durch Kohlschütter und Meisser gedacht. Hieran anschließend 
wird der neue Jenenser Pendelapparat und der Apparat von Vening Meinesz be- 
sprochen. Schließlich berichtet auch der Verf. über das astasierte Pendel von Ising 
und Urelius zur relativen Schwerkraftmessung und über das sog. elastische Pendel 
von Lejay. Auch der auf das Siemenssche Batometer zurückgehende statische Schwere- 
messer von Haalck findet Erwähnung. Der Verf. unterscheidet bei den neuen Instru- 
menten auf Grund der mit ihnen erzielten Ergebnisse und der Dauer der Beobachtung 
zwischen Apparaten hoher Präzision und Apparaten rascher Messung. Zu ersteren 
gehört der neue Jenenser Pendelapparat, zur zweiten Gruppe zählt der Verf. alle 
übrigen Apparate, von denen jedoch einige bei entsprechendem Zeitaufwand auch 
Ergebnisse hoher Genauigkeit liefern können. F. Hopfner (Wien). 

Jardetzky, Wenceslas: Zur Frage der Polwanderungen. (Math. Kabinett, Univ. 
Belgrad.) Gerlands Beitr. Geophys. 32, 361—367 (1931). 

Der Verf. untersucht die Frage, ob sich im Kern der Erde die Rotationsachse 
infolge der Bewegungen der Kontinentalschollen verlagern kann, an Hand folgenden 
Schemas: Aufeiner homogenen Kugel (K) gleitet eine dünne, starre, sphärische Platte (P). 
An der gemeinsamen Berührungsfläche ($) wirkt die als lineare Funktion der 
Relativgeschwindigkeit dx — Dp angenommene Reibung — Jh (0x —dp)df; äußere 


5 
Kräfte sollen fehlen. Es sei (£, 7, &) ein mit der Kugel fest verbundenes Koordinaten- 
system (Nullpunkt = Kugelmittelpunkt), i,j,f seien die entsprechenden Einheits- 
vektoren und 9,g,r die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit der Rotation (2), 


ferner bedeute rag [ Alt, dx — vpldf 
S 


das Reaktionsmoment in bezug auf den Kugelmittelpunkt r=i&+jin-+Eö). 
Die Forderung der Konstanz der Richtung des Drehvektors, d.h. die Forderung: 
dp d2 dq d2 dr dQ2 
BETTEN EN RENTEN Te RR 
führt über die Eulerschen Gleichungen zu der Bedingung 91:99:93 = N::N,„:N:, 
d.h. der Drehvektor muß die Richtung des Hauptmoments der Reaktionen in bezug 
auf den Kugelmittelpunkt haben. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so tritt eine Ver- 
lagerung der Rotationsachse ein, deren Bestimmung jedoch die Lösung von 10 Gleichun- 
gen (3 Vektorgleichungen, eine skalare) erfordert. E. Ertel (Berlin). 

Fasching, A.: Les diagrammes de la formule de Clairaut (1743) pour la variation 
de la pesanteur normale. (Inst. Cartogr. Hongrois, Budapest.) Bull. geodes. Nr 29, 
6-19 (1931). 

Das der einfachen Schwereformel y, =Y, + C sin? @ entsprechende Diagramm 
der Abhängigkeit zwischen Normalschwere und geographischer Breite läßt sich auch 
auf die Abhängigkeit zwischen geographischer Breite und der Zentrifugalkraft allein, 
der Gravitationskraft allein, den Hauptkrümmungsradien, dem Radius der mittleren 
Krümmung, dem Radiusvektor und dem sphärischen Exzeß anwenden. K. Jung. 

Vening Meinesz, F. A.: Une nouvelle methode pour la r&duetion isostatique regionale 
de P’intensit& de la pesanteur. Bull. geodes. Nr 29, 33—51 (1931). 

Dem neuen isostatischen Reduktionsverfahren liegt der Gedanke zugrunde, daß 
die einer topographischen Masse entsprechende Kompensationsmasse nicht nur unter 
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der Auflagefläche der topographischen Masse verteilt sein kann, sondern sich wegen 
der Deformation der Erdkruste auch seitlich in größere Entfernung verteilt. Es sei 
0, die Dichte der ungestörten Erdkruste, o„, die Dichte der subkrustalen Masse und 2 
die Deformation, die die ungestörte Erdkruste erleidet, wenn ihr eine Volumeneinheit 
von der Dichte o, aufgelegt wird und man außerdem die Einsenkung der Erdoberfläche 
durch Masse von der Dichte o, ausfüllt, so daß im Endzustand die glatte Oberfläche 
der Ausfüllungsmasse nur von der aufgelegten Volumeneinheit überragt wird, die nun 
das topographische Relief der Erdkruste vertritt. Der Gestalt nach ist 2 für diesen 
Fall aus der Elastizitätstheorie als Funktion der Dichten, der Elastizitätskonstanten 
und der Mächtigkeit der Erdkruste bekannt. Die wahre Größe von 2 wird aus der 


(2 


Bedingung isostatischen Gleichgewichts bestimmt: (07% — 03) k zdo = 0,, wobei unter o 


ö 

das deformierte Gebiet der Erdkruste zu verstehen ist. Nach Einführung eines Polar- 
koordinatensystems (u, 6) um den auf der Erdoberfläche gelegenen Aufpunkt P 
erhält man die der aufgelegten Volumeneinheit entsprechende Kompensationsmasse 


2 
— (On — 0,) f qudu, wobei g= } zd0. Die Wirkung dieser Masse auf die Schwere- 
f) 


intensität in Pit v= — ii K(0m — 0,) gqudu, wobei K je nach den Annahmen über 
die vertikale Verteilung der Kompensationsmasse in verschiedener Weise als Funktion 
der Erdkrustendicke und der Koordinate u auszudrücken ist. Um zu den wirklichen 
Verhältnissen zu gelangen, ist noch v über alle Massen des topographischen Reliefs zu 
integrieren. Mit Hilfe einer Näherungsformel für 2 gelingt die numerische Auswertung 
der Integrale unter Annahme folgender Konstanten: 0, = 3,30, 0, = 2,67, Erd- 
krustendicke h = 25 km, Poissonsche Konstante —= 3,5. Die Berechnungen werden 
durchgeführt unter verschiedenen Annahmen über die vertikale Verteilung der Kom- 
pensationsmasse: 1. sie ist in der Tiefe h ausgebreitet, 2. sie ist bis zur Tiefe h gleich- 
mäßig verteilt, 3. sie ist an der Erdoberfläche ausgebreitet. Ferner werden zum Ver- 
gleich die entsprechenden Zahlen unter Annahme Hayfordscher Isostasie mitgeteilt. 
Zwei Tabellen bringen die Ergebnisse. Die zweite Tabelle enthält alle für die praktische 
Ausführung der neuen Reduktion notwendigen Zahlen. Sie gibt für die inneren und 
mittleren Hayfordschen Zonen die Schwerewirkung der Kompensation einer topo- 
graphischen Masse von 1km Höhe und der Dichte 2,67 unter den oben angegebenen 
Annahmen. Für die äußersten Zonen gibt sie die Differenz der Schwerewirkungen von 
Kompensation und topographischer Masse. Umrechnungsfaktoren, mit denen man die 
neue Reduktion aus den nach der Hayfordschen Methode berechneten Reduktionen 
erhalten kann, sind beigefügt. Zum Schluß werden Interpolationsmethoden angedeutet, 
die die Berücksichtigung anderer Annahmen über die vertikale Verteilung der Kom- 
pensationsmasse und anderer Werte der Elastizitätskonstanten und der Erdkrusten- 
dicke gestatten. K.Jung (Potsdam). 

Alliaume, M.: Sur la correetion dynamique des altitudes. Ann. Soc. sci. Brux. A öl, 
19-23 (1931). 

Es wird eine Formel zur Berechnung der dynamischen Höhenunterschiede unter 
Berücksichtigung der Krümmung der Lotlinie abgeleitet und die Formel auf den Fall 
angewendet, daß die Niveauflächen homothetische Ellipsoide sind. F. Hopfner. 


Alliaume, M.: L’approximation geodesique. Ann. Soc. sci. Brux. A 51, 12—19 (1931). 

Der Verf. versteht unter geodätischer Approximation den zulässigen Höchst- 
betrag jenes Winkels, unter dem sich die Vertikale und die Normale an eine geodätische 
Bezugsfläche schneiden. Der zulässige Höchstbetrag jenes kleinen Winkels wird durch 
die Bedingung vorgeschrieben, daß sein Quadrat vernachlässigt werden darf. Der Verf. 
stellt sich und löst die Aufgabe, den Bereich der Höhen oberhalb und unterhalb der 
Bezugsfläche zu bestimmen, innerhalb dessen die geodätische Approximation erreicht 
wird. Die entwickelten Formeln werden für den Fall, daß die Niveauflächen homothe- 
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tische Ellipsoide sind, mit besonderer Berücksichtigung des abgeplatteten Rotations- 
ellipsoides durchgerechnet; zahlenmäßige Ergebnisse werden mitgeteilt. 
F. Hopfner (Wien). 

Wedemeyer, A.: Die Berechnung der Elemente der Gezeitenstromellipsen. Ann. 
Hydrogr. 59, 339—341 (1931). 

Kürzlich hat Rauschelbach ein Verfahren zur Berechnung der Elemente der 
Gezeitenstromellipsen angegeben (dies. Zbl. 1, 192 und 383). Wedemeyer zeigt, daß 
das Verfahren zur Auflösung der Grundgleichungen der Aufgabe wesentlich vereinfacht 
werden kann, so daß die zahlenmäßige Berechnung mit der Koppeltafel durchführbar 
ist. Die neue Lösung ist allgemein gültig, da gewisse Fallunterscheidungen, die bisher 
notwendig waren, nicht mehr in Betracht gezogen werden müssen. Unter Zuhilfenahme 
einer geometrischen Deutung der umgeformten Grundgleichungen führt der Verf. die 
Aufgabe auf die Auflösung eines rechtwinkeligen sphärischen Dreieckes zurück. Schließ- 
lich wird noch darauf hingewiesen, daß die gefundene Lösung nicht die einzige ist, die 
die Grundgleichungen befriedigt. Hopfner (Wien). 

@ Thorade, H.: Probleme der Wasserwellen. (Probleme d. kosmischen Phys. 
Hrsg. v. Christian Jensen u. Arnold Schwassmann. Bd. 13/14.) Hamburg: Henri Grand 
1931. VII, 219 8. u. 11 Taf. -RM. 20.— 

Dieses Werk stellt einen Versuch a die Kluft zwischen Theorie und Empirie 
auf einem weiten Teilgebiet der Hydrodynamik, dem für Geophysiker, Ozeanographen 
und Hydrotechniker gleich wichtigen Gebiet der Wasserwellen durch möglichst gleich- 
mäßige Berücksichtigung der Beobachtungsgrundlagen und ihrer theoretischen Ver- 
arbeitung zu überbrücken, ein Versuch, dessen Lösung dem Verf. weitgehend gelungen 
ist. In ausgezeichneter Weise hat es Thorade verstanden, die Mannigfaltigkeit der 
Probleme aufzuzeigen und die theoretischen und experimentellen Versuche zu ihrer 
Lösung zu diskutieren. Da das Buch für einen weiteren Interessentenkreis gedacht ist, 
sind die theoretischen Ausführungen, wo angängig, elementar gehalten; die Wiedergabe 
längerer Zwischenrechnungen verbot sich bei der Fülle der Probleme von selbst. Doch 
auch die ‚höheren‘ Methoden wurden keineswegs vernachlässigt: Die ‚japanische‘ 
Theorie der Seiches, die Poincar&sche Behandlung der dynamischen Gezeitentheorie 
durch Zurückführung des Problems auf lineare Integralgleichungen 2. Art, die Korte- 
weg- de Vriessche Theorie der ‚„en-Wellen“, die Boussinesqsche Theorie des 
Wasserschwalls usw. legen Zeugnis davon ab. Das weitere Eindringen in spezielle 
Probleme wird durch ein ausführliches Literaturverzeichnis (rund 350 Nrn.), das die 
einschlägigen Arbeiten von L.da Vincis Zeiten bis zum Jahre 1930 enthält, außer- 
ordentlich erleichtert. Einige geschichtliche Bemerkungen und allgemeinere Aus- 
führungen (Hydrodyn. Gleichungen, Einteilung der Wellen) leiten die Behandlung der 
Wellenprobleme ein, woraufim 1. Teil: Oberflächenwellen, die Theorien von Gerst- 
ner und Stokes, die Entstehung der winderzeugten Wellen und die dynamischen Vor- 
gänge der Wellenausbreitung zur Darstellung gelangen. Der 2. Teil behandelt die 
Flutwellen und ihre Beeinflussung durch Bodenrelief, Erdrotation und Reibung 
und schließt mit einem Abschnitt: Uneigentliche Flutwellen, in welchem die Unter- 
suchungen über Brandung, Windstau und Seichtwasserwellen zur Sprache kommen. 
— Druck und Ausstattung des Buches sind gut; dem Bedürfnis nach Veranschaulichung 
der komplizierten Vorgänge der Wellendynamik wurde durch Beigabe zahlreicher 
Tafeln Rechnung getragen. Ertel (Berlin). 

Jeffreys, Harold: The formation of Love waves (Querwellen) in a two-layer erust. 
Gerlands Beitr. Geophys. 30, 336—350 (1931). 

Der Verf. untersucht zunächst die Störung, die durch das plötzliche Einsetzen 
(oder Aufhören) einer rotationalen Spannung in einem Kugelelement der Erdkrusten- 
schicht hervorgerufen wird. Die Lösung der dabei resultierenden Gleichungen geschieht 
unter Benutzung Besselscher Funktionen. In der tieferen Schickt pflanzt sich dann 
eine Reihe von Jimpulsen fort, von denen jeder einer gewissen Zahl von Reflexionen 
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der Scherungswellen in der oberen Schicht entspricht. Jedem Impuls entspricht ein 
gewisser Wellenzug, und die Superposition aller dieser Wellenzüge ergibt die Ober- 
flächenscherungswellen (Lovewellen). B. Gutenberg (Pasadena). 

Itoo, Tokunosuke: Über Oberflächenwellen. (I. Mitt.) Gerlands Beitr. Geophys. 
30, 366—407 (1931). 

Der Verf. geht aus von der vektoriell geschriebenen Grundgleichung für die Fort- 
pflanzung einer Störung in einem viskoelastischen Medium. Für die folgende Rechnung 
benutzt er zylindrische Koordinaten, und zwar beschränkt er sich auf die reellen Werte 
der Argumente der Zylinderfunktion. Die dadurch vorausgesetzte Proportionalität 
zwischen Lame&schen Konstanten und den entsprechenden Viskositätskonstanten 
dürfte wohl nicht zutreffen, da in diesem Falle auch Viskosität bei reiner Kompression 
wirksam wäre. Trotzdem sind die Ergebnisse von hohem Interesse für den Geophy- 
siker — ihr Interesse für den Mathematiker wird ja dadurch überhaupt nicht berührt. 
Von den umfangreichen Ergebnissen seien die folgenden erwähnt: Unter der angegebenen 
Voraussetzung beschreiben die Bodenteilchen bei Rayleighwellen und Scherungs- 
oberflächenwellen in viskoelastischen Medien nicht Ellipsen, wie in rein elastischen 
Medien, sondern elliptische Spiralen. Schwingt eine träge Rindenschicht passiv mit, 
so gehen die Rayleighwellen in Raumwellen über. Die Formeln für Lovewellen ent- 
halten die früher von E. Meißner für elastische Medien abgeleiteten Ergebnisse als 
Spezialfall. Schließlich untersucht der Verf. den Fall, daß zwei oder drei Schichten 
übereinanderliegen, und findet dabei unter anderem, daß dann — immer unter der 
oben angegebenen Voraussetzung — eine weitere Wellenart entstehen kann, deren 
Geschwindigkeit zwischen der für Lovewellen und der für Rayleighwellen liegt, und 
daß unter Umständen auch Zunahme der Energie mit der Tiefe (sekundäre Herde bei 
Überschreiten der Elastizitätsgrenze) auftreten können. B.Gwutenberg (Pasadena). 

Rybner, Jörgen: Investigations on the theory of the Galitzin Seismograph. A pre- 
liminary account. Gerlands Beitr. Geophys. 31, 259—281 (1931). 

The following is a preliminary account of an investigation on the theory of the 
Galitzin Seismograph. The research is based on the extended form of the dif- 
ferential equation given by Werner, from which the results are derived by means 
of the Heaviside Operational Calculus. Auszug. 

Störmer, Carl: On pulsations of terrestrial magnetism and their possible explanation 
by periodie orbits of corpuscular rays. Terrestr. Magnet. a. atmosph. Electr. 36, 133 
bis 138 (1931). 

Die Arbeit ist im wesentlichen ein kurzer Auszug aus der ausführlichen Arbeit des- 
selben Verf. in der Z. Astrophys. 1, 237—274 (1930). Störmer kommt auf seine schon 
1906 geäußerte Vermutung zurück, daß die kurzperiodischen Wellen, die zuerst Eschen- 
hagen in den Registrierungen hochempfindlicher magnetischer Instrumente in Pots- 
dam entdeckte, verursacht seien durch die Bewegung der von der Sonne kommenden 
geladenen Teilchen auf nahezu periodischen Bahnen. Zur Festigung dieser Annahme 
sind von ihm seine bekannten Bewegungsgleichungen eines geladenen Teilchens im 
Felde eines Dipols nach periodischen Lösungen eingehend untersucht worden. Aus 
der Fülle des gefundenen Materials gibt der Verf. 12 Beispiele. Für diese kurzperi- 
odischen Bahnen werden dann die Bedingungen festgestellt, unter denen eine Periode 
von der Dauer einiger Minuten, wie sie die Eschenhagen-Wellen zeigen, auftritt. Es 
zeigt sich, daß man die Geschwindigkeit der Elektronen, die zu solch kurzperiodischen 
Bahnen Anlaß geben, auf das Gebiet von 1,88 : 10% bis 2,82 - 101% cm/sec beschränken 
muß. @. Fanselau (Berlin). 

Tuwim, Leo: Zur Berechnung der Zählrohreffekte der Höhenstrahlung und ihrer 
Absorptionsgesetze bei Messungen mit einem Zählrohr. (Höhenstrahlungslabor., Meteor.- 
Magnet. Observ., Potsdam.) Sitzgsber. preuß. Akad. Wiss., Phys.-math. Kl. H. 19, 
360—373 (1931). 

In einer früheren Arbeit des Verf. (vgl. dies. Zbl. 1, 188) war als Absorptions- 
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gesetz der Höhenstrahlung bei Messungen mit einem Zählrohr und frei einstrahlendem 
Himmelsgewölbe angegeben worden 


N unlo) = No rl lfı(aH, 0) + had, o)|, 


wo N, gleich der Anzahl der Höhenstrahlteilchen ist, die auf eine horizontale Flächen- 
einheit an der oberen Atmosphärengrenze auffallen, r der Radius des Zählrohres, / seine 
wirksame Drahtlänge, & der Winkel zwischen Zählrohrachse und Vertikalen, u der 
mittlere Massenabsorptionskoeffizient der Höhenstrahlung für die Tiefe Z des en. 
tungsortes unter der oberen ara und 


2 
fı(#uH, 0) = 2je-«HscH -sind- f siny| av) :dd 
0 0 
sowie 


2 27 
KATEERES AN: le -sind- (f cosy| av) .dd 
0 0) 


sind, wenn y den Winkel zwischen Zählrohrachse und der Strahlenrichtung bedeutet. 
Über den Verlauf dieser Funktionen f, und /, kann man sich nur durch langwierige nume- 
rische Rechnungen ein Bild machen; ihre Integraldarstellungen lassen auch nicht erken- 
nen, worin der Unterschied des Absorptionsgesetzes der Höhenstrahlen bei Messungen mit 
Ionisationskammern oder mit Zählrohren besteht; es wird deshalb in der vorliegenden 
Arbeit ein neuer Ausdruck für f, und /, gesucht. Zu diesem Zweck werden 2 Integral- 
gleichungen erster Art mit symmetrischen Kernen aufgestellt, |siny | und |cosy | 
als Reihen von Kugelfunktionen dargestellt und die Integralgleichungskerne nach 
ihren Eigenfunktionen entwickelt. Unter Einführung einer ‚vollständigen Zählrohr- 
funktion n-ter Ordnung“, definiert durch 


ı/2 


u! N. jene  Pgn(c0sd) - sind» dd 
Ö 


nd) an An Te ae 


und unter Benutzung der bekannten Bezeichnung 
2 


D(uH) = erahlaen -sind- dd 
N) 


ergeben sich als gesuchte neue Entwicklungen: 


h(uB, 0) = ar: Dia) + mr: D) zancıa* Pan (e0s0) -Zu(uH) 

n=1 

und oo 
fa(uH, o) = a? D(uH) + a2: I" (1°: Pz„ (0080) -Z(uH). 

n=1 


Diese Ausdrücke liefern alle gewünschten Folgerungen, wie in der Arbeit näher aus- 
geführt wird. Die theoretischen Grundlagen der Zählrohrmessungen bei Höhenstrah- 
lungen liegen so in einwandfreier Form vor. Schlomka (Halle). 

Staab: Karteneingang. Z. Vermessgswes. 60, 376—382 (1931). 

In der Literatur ist der Karteneingang theoretisch ausführlich behandelt. Unter 
Verwendung der bekannteren Arbeiten von v. Hammer, Läska, Fuchs, Capilleri, 
Haisch, Leemann, Braun, Theimer und Schmidt gibt Verf. eine Übersicht 
über die theoretische und praktische Seite des Problems und diskutiert insbesondere 
die praktische Brauchbarkeit der von den erwähnten Autoren angegebenen Verfahren. 

Schmehl (Potsdam). 

Robitzseh, M.: Unter welchen Bedingungen ist die Verdunstungsgröße der psychro- 

metrischen Differenz proportional? Gerlands Beitr. Geophys. 32, 202—204 (1931). 


